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ВЕЕР ИЕ А ИО ОЗ ВЕ НЕ рр ЕХБ разр οσο “ου ον νου. ον. ων ο. ο αι. 


ПРЕДИСЛОВИЕ 


Выдающийся польский математик Гуго Штейнчгацз 
до сих пор был известен широкому кругу наших люби- 
телей математики как автор двух популярных книг 
«Математический калейдоскоп»* и «Сто задач» **. 

Обе книги весьма своеобразны. Если первая представ- 
ляет собой, по словам автора, «книжку с картинками», то 
вторая объединяет сто задач, «возникших естественным 
образом из геометрических явлений или реальных обсто- 
ятельств». По замыслу автора, эти задачи «должны вве- 
сти читателя в практику того универсального метода трак- 
товки явлений, которому греки дали название «матема- 
тика», и «показать ему эту науку на доступном материа- 
ле». Свой «Математический калейдоскоп» Штейнгауз 
сравнивал с зоопарком, в который может войти даже тот, 
кто смотрит на животных лишь для развлечения. В To 
же время каждая из ста задач проста по форме, но не 
тривиальна по содержанию. 

Книги Гуго Штейнгауза занимательны в высшем 
смысле слова— в том смысле, в каком понимал зани- 
мательность известный советский популяризатор Я. И. Пе- 
рельман. В своей статье «Что такое занимательная нау- 
ка?» он писал: «Кто бы вздумал судить о заниматель- 
ной науке, исходя только из буквального смысла 





* Г. Штейнгауз, Математический калейдоскоп, М., Гостехиздат, 
1949. 
** Г. Штейнгауз, Cro задач, М., Физматгиз, 1959, 
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карамзинского слова «занимательныи», TOT, вероятно, 
отождествил бы ее с наукой развлекательной, увесели- 
тельной. Однако простая справка в «Голковом словаре 
русского языка» показывает, “UTO сущность дела здесь 
вовсе не в простой занимательности. Словарь поясняет: 
«Занимательный — возбуждающий интерес, внимание». 
Это кратко, но вполне правильно характеризует одну из 
существенных черт занимательной науки». 

Предлагаемый вниманию читателя сборник не изда- 
вавшихся ранее в русском переводе популярных работ 
Штейнгауза содержит занимательное введение в теорию 
вероятностей. «Орел или решка?», «Еще сто задач», про- 
болжающих и развивающих традицию изданных ранее 
«Ста задач», популярную книжку «Чем занимается и 
чем не занимается математика» и тесно связанные с 
ней статьи — размышления о математике, ее методе, 
математической строгости и связи математики с други- 
ми науками и внешним миром. 

Составление раздела «Еще сто задач» вызвало наи- 
большие тридности, поскольку собранные в нем задачи 
были разбросаны по страницам журнала «Matematyka». 
Гак же, как и сам Гуго Штейнгацз в книге «Сто задач», 
мы приводим в основном те решения задач, которые были 
предложены читателями этого журнала. 

Вопрос «Чем занимается математика?» на первый 
взгляд может показаться странным, однако известно, 
что именно на простые вопросы отвечать труднее всего: 
UX наивность может неожиданно обернуться глибиной. 
В действительности же вопрос этот далеко не прост, ц 
любитель, пытаясь найти ответ на него, рискует ока- 
заться в тисках порочного круга: «Математика — это 
ΤΟ, чем занимаются математики, а математики — это 
те, кто занимается математикой» Ответ. предлагаемый 
Штейнг аузом, тем более интересен, что исходит от че- 
ловека, чей вклад в развитие математики широко из- 
вестен. 

Сборники предпосланы «Воспоминания о Гуго Штейн- 
гаузе», написанные близко знавшим его и на протяже- 
нии многих лет сотрудничавшим с ним прод. 5. о 
ским. Они были опубликованы в журнале «Odra» (№5, 
1973 г.). Наше внимание на этот интересный очерк об- 
ратил сотрудник Объединенного института ядерных ис- 
следований в-Дубне В. Гарчевский. 
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Своеобразие стиля Штейнгауза-популяризатора об- 
условлено не только его глубокими профессиональными 
познаниями, но и афористичностью мышления, тонкой 
иронией, отточенностью формы и особым восприятием 
мира. Штейнгауз мыслил образами. Штейнгауз-худож- 
ник неотделим от Штейнгауза-математика. 

В своих популярных произведениях Штейчгауз стре- 
мился передать читателю главное — дух математики, 
ощущение ее цельности. Мы надеемся, что и читатель 
этого сборника сумеет увидеть то общее, что объединяет 
различные главы, а это и есть математика. 

Отдельные работы публикуются с сокращениями. 


Ю. Данилов 
Я. Смородинский 





Э. Марчевский 


ВОСПОМИНАНИЯ О ГУГО ШТЕЙНГАУЗЕ 


С Гуго Штейнгаузом я познакомился в Варшаве 
осенью 1929 г. Он приехал из Львова на Съезд матема- 
тиков славянских стран, на котором и я—в ту пору 
еще начинающий математик — должен был выступать 
с докладом. 

Мы встретились в Краковском предместье по дороге 
на прием в честь открытия съезда. Меня представили 
Штейнгаузу возле львов, стерегущих бывший дворец 
наместника. 

— А, так это вы занимаетесь задачей о коробках 
спичек? — живо откликнулся Штейнгауз и тут же сфор- 
мулировал задачу, о которой шла речь, оперируя при- 
думанным им самим наглядным образом — «коробком 
спичек». Разумеется, я был очень горд, что известный 
ученый знаком с проблемой, над которой я в ту пору 
размышлял, и в то же время меня удивила необычная 
форма постановки задачи: идеальные отрезки на пря- 
мой я представлял себе яснее, чем реальные спички. 

Тогда же мне довелось узнать от Штейнгауза, что 
в съезде, на который мы приехали, нам предстоит «уча- 
ствовать», а не «принимать участие». 

С теплым чувством я вспоминаю нашу первую 
встречу. Тогда я еще не сознавал, что в том коротком 
разговоре проявились два наиболее сильных увлечения 
Штейнгауза, и тем более не мог предполагать, что 


9 








спустя много лет нам доведется четверть века рабо- 
тать во Вроцлаве в самом тесном контакте, 

Во время второй мировой войны Штейнгауз написал 
«Воспоминания». Эти «Воспоминания» (доведенные до 
1920 г.) недавно были опубликованы. Содержащиеся 
в них факты, наблюдения и размышления имеют важ- 
ное значение для характеристики не только самого ав- 
тора, но и той эпохи, людей и мест, главным образом 
Галиции и Геттингена. 

Из многих тем, затронутых в «Воспоминаниях», я 
выбрал лишь некоторые и дополнил их отрывками из 
других выступлений Штейнгауза и собственными вос- 
поминаниями. Главной теме — научной деятельности 
Штейнгауза —я посвящаю две заключительные части 
своей статьи. 


У СЛИЯНИЯ ТРЕХ РЕК 


Гуго Штейнгауз родился 14 января 1887 г. Te, кому 
довелось часто встречаться с ним, хорошо знают, с ка- 
ким теплым чувством он вспоминал край, в котором 
родился, и город, где прошло его детство. Как он ра- 
довался, узнав, что знаменитый венгерский математик 
Людвик Фейер еще помнит его старый адрес: Ясло, 
Рынок. 


„..Город лежал у слияния трех рек, в неглубокой долнне, 
окруженной пологими холмами. Полчаса ходьбы к северу от 
каменоломни — и перед вами открывался вид на белые дома, 
голубые Карпаты, серебристую Вислоку и зеленую равнину. На 
западе находилось Подзамче: классическая экскурсия к руинам 
замка Фирлеев заканчивалась в придорожной корчме. Другие 
корчмы, расположенные в окрестности, носили не менее живо- 
писные названия: Лапигуз, Лихтаж и Похуланка, но дорога 
над Вислокой через Подзамче πο Колачиц и Тарнова была 
важнейшей. Так думали те, кто построил на этой дороге кре- 
пость. Так думал и я: ведь именно по этой дороге приезжал 
каждую неделю запряженный тройкой лошадей воз, гружен- 
ный табаком из главного склада в Тарнове. Табак предназна- 
чался для «монопольки» — лавочки, которую держал мой отец. 


Об отце Богуславе и дядюшке Игнации в «Воспоми- 
наниях» говорится неоднократно. Приведем отрывок — 
едва ли не лучший, который посвящен им обоим. 


Стоило посмотреть на этих двух братьев, так не похожих 
друг на друга. Отец обладал изрядной долей юмора, любил 
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жизнь, свой дом и семью, был не прочь вкусно поесть и знал 
толк в напитках, любил дружескую компанию, свои поля и сад, 
свой кирпичный завод и лошадей в конюшне. Он понимал, что 
жадность, честолюбие и снобизм так же не приносят счастья 
и даже удовлетворения, как и безделье, расточительность, не- 
мощь и зависимость от кого-нибудь. Ясный день, красивый 
дом, стройная яблоня в саду радовали его больше, чем много- 
значные цифры на счету в банке. Дядюшка был человеком со- 
вершенно иного склада. Его честолюбивая натура тяготела к 
болышим городам, где решают проблемы войны и мира, где 
хорошо обдуманная сделка приносит тысячные барыши и где 
встречаются влиятельные люди с громкими титулами... Не раз, 
повинуясь безотчетному порыву, говорил он отцу, как бы вторя 
словам ростовщика из оды Горация: «Как же ты счастлив, что 
живешь у себя в доме, а не в гостинице, спишь на собственной 
постели, а не в спальном вагоне, ешь блюда собственной, а не 
ресторанной кухни!» Но стоило дядюшке пробыть в Ясле не- 
делю, как его одолевало беспокойство, что где-то, во Львове 
или Вене, без него вершатся большие дела... М снова он 
уезжал из дому, снова портил себе желудок и снова возвра- 
щался... 


Игнаций Штейнгауз был депутатом венского парла- 
мента. О нем с симпатией и признательностью пишет 
в своих воспоминаниях Винсентий Витос. 

Следующий отрывок из «Воспоминаний» посвящен 


деду. 


Помню, как дед советовал мне вставать до рассвета, чтобы 
в уединении и тиши следить за пробуждением птиц, лишь не- 
смело пробовавших свои голоса. По мере того как солнце 
поднималось над горизонтом, эти голоса сливались в величе- 
ственную симфонию радости. 


Кто во Вроцлаве не знал, что Штейнгауз был боль- 
шим любителем прогулок и экскурсий. Его часто можно 
было видеть гуляющим в одиночестве или вместе с же- 
ной над Одрой близ Бускупина. Штейнгауз всегда зорко 
присматривался к окружающей природе, но лишь про- 
читав «Воспоминания», понимаешь, как живо и глубоко. 
он ее чувствовал. Приведем хотя бы несколько отрыв- 
ков. О купании в Вислоке: 


купание в реке доставляет физическое наслаждение, которое 
человек не испытывает ни в ванне, ни в бассейне. Может быть, 
ил и песок, может быть, корни и листья трав и деревьев, омы- 
ваемых рекой на ее пути, придают быстро несущемуся водному 
потоку ту мощь, от которой захватывает дух... 
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О первой встрече с морем: 


„.пощел прямо. Вскоре выщел к реке. Набережная была вымо- 
щена камнем. По реке плыло множество барж и даже пароход. 
Я сказал себе, что река непременно должна впадать в море, и 
направился берегом вниз по течению. Дойдя до конца набе- 
режной я спрыгнул на песок, а моря все не было. Но стоило 
миновать песчаную дюну, как вдруг я увидел нечто удивитель- 
ное: нескончаемую вереницу белых грив. Они двигались ко 
мне и, с грохотом рассыпаясь, превращались в мутную темно- 
зеленую воду. Я услышал несмолкающую мелодию прибоя и 
ощутил соленый ветер... Пораженный невиданным зрелищем, я 
стоял, пока, спохватившись, не заметил, что давно пора за- 
крыть рот, вот уже несколько минут раскрытый от изумления. 


Значительно позднее состоялась первая вылазка в 
Татры. 


Тогда я впервые увидел Татры. Мы шли через Горычков 
перевал, а затем обходили Крывань Тихой долиной до Под- 
баньска, где ночевали. Когда выбираешь трудный маршрут и 
идешь лесистыми холмами, затем горными лугами и под конец 
продираешься сквозь заросли карликовой сосны, чтобы на 
перевале внезапно ощутить иной воздух, увидеть освещенную 
солнцем буйную траву южного склона и мерцающую вдали 
сквозь Голубую дымку венгерскую равнину, перед которой 
Крывань возвышается, как разлегшийся на покой темный лев, 
услышать под собой стрекот миллиона кузнечиков в Тихой 
долине... когда идешь так, то потом просто не можешь не 
стать ярым противником канатных дорог. 


Всем странствиям — малым и большим — непременно 
сопутствовали наблюдения и размышления. Много их 
и в <Воспоминаниях» Штейнгауза, и в воспоминаниях 
о нем его учеников. О звездах и планетах, о северном 
сиянии, о бабочках, гибнущих в Черном пруду, о мор- 
ских приливах и отливах, о птицах, убегающих от со- 
баки на лугу над Одрой... 

Должно быть, именно из таких наблюдений не раз 
рождались математические идеи. Так, один из вариан- 
тов закона больших чисел, сформулированный Штейн- 
гаузом, возник, когда он любовался звездным небом. 


ЛАКОНИЧНЫЙ, УПРУГИЙ, ЛЕГКИЙ И МОГУЧИЙ... 


Штейнгауза живо интересовало все, связанное с 
польским языком. Всеми силами он старался оградить 
язык от вычурности, избитых выражений, канцелярских 
штампов и, наоборот, употреблял немало выражений 
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латинского происхождения («Раз из латыни, то уже хо- 
рошо», --- сказал он мне однажды), в том числе и ред- 
ких (например, KOHbeKTypa — предположение). Однако 
«ополячивание» медицинской гминологии Штейнгаузу 
не нравилось. Он говорил, как все, скарлатина, дифте- 
рит или склероз, но отнюдь не плоница, блоница * и 
мяжджыца. 

От своих учеников Штейнгауз требовал, чтобы те 
говорили, тщательно выбирая слова, но речь их была 
естественна, и чтобы писали так же, как говорили. Не 
выносил языка канцелярий и казарм, особенно не лю- 
бил, когда фамилию называли перед именем, и не раз 
случалось отсылал назад письма, если они были адре- 
сованы «Штейнгаузу Гуго». 

В 1946 г. в Дни культуры, которые ознаменовали 
официальное начало возрождения культурной жизни во 
Вроцлаве, в актовом зале Политехнического института 
состоялся поэтический утренник. Председательствовал 
Ярослав Ивашкевич, а некий профессор-литературовед, 
специально приехавший во Вроцлав на торжества, по 
одному вызывал поэтов на авансцену, делая это при- 
мерно так: 

— Добровольский! Станислав Рышард... 

Штейнгауз, сидевший в первом ряду, демонстра- 
тивно выразил свое недовольство, после чего председа- 
тельствовавший что-то шепнул на ухо профессору — 
остальные поэты были вызваны уже, как следовало: 

— Анна Сьвирчиньска! 

Удовлетворенный результатом своего вмешательства, 
Штейнгауз негромко прокомментировал: 

— Вот теперь это поэтический утренник, а не ве- 
черняя поверка на плацу! 

Штейнгауз не терпел злоупотребления выражениями 
«на почве», «во главе угла» и «заострить вопрос». 
С юных лет он был непримирим к провинциализмам в 
языке. Вместе с тем некоторые часто встречающиеся 
языковые формы он также относил к провинциализмам, 
хотя и... столичным. Так, он критиковал варшавян за 
легкость, с которой они образуют различные прилага- 
тельные. Штейнгауз резко выступал против столь рас- 
пространенного ныне злоупотребления иностранными 
ЕЕ НЕЧАЕВА 
* Соответствует русскому «глотошная» — дифтерит. — Прим. перев, 
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словами, кратко сформулировав наставление: «He чу- 
2KECJIOBb! » 

Ученый никогда не собирал воедино свои высказы- 
вания о языке и стиле, хотя однажды выступил перед 
математиками и гуманитариями с докладом «Несколько 
слов о нескольких словах», а в его публикациях на са- 
мые разные темы содержатся многочисленные намеки, 
упоминания и примечания, так или иначе связанные с 
вопросами языка. Характерно такое примечание в «Вос- 
поминаниях»: «Красивый дом — дом, построенный 
успешно. Следует иметь в виду, что спешное строи- 
тельство в отличие от успешного, как правило, приводит 
к плохим результатам». 

Штейнгауз неоднократно сетовал на языковедов и 
их критерии правильности языка, он считал, что они 
с чрезмерной легкостью. приемлют различные языковые 
искажения, не обладая достаточным чутьем. Пожалуй, 
трудно не согласиться.с его мыслью о том, что новые 
формы языка лишь тогда можно считать общеприня- 
тыми, когда их начинает применять писатель, заботя- 
щийся о чистоте языка, Разумеется, это не означает оди- 
накового отношения к языку всех писателей. Так, вос- 
хищаясь прозой Сенкевича, Штейнгауз высказывал 
претензии к языку Жеромского. Из современных лите- 
раторов он высоко ценил Ваньковича, хотя стиль его 
существенно отличается от стиля Сенкевича. 

Меткостью и краткостью отличаются многочислен- 
ные афоризмы, каламбуры и остроты Штейнгауза, ко- 
торые в разное время облетали сначала Львов или 
Вроцлав, затем Польшу, а порой даже и мир. 

Так называемый «Рациональный словарь» Штейн- 
гауза явился результатом особой игры слов. Каждое 
определение в нем имеет, по словам Штейнгауза, «двой- 
ное покрытие». Мы не будем приводить здесь много- 
численные понятия, «разъясняемые» в словаре, но 
трудно устоять перед искушением и не процитировать 
одно из наиболее известных определений: «Земля — 
шар у ноги». Восхищенный им Юлиан Тувим не мог не 
склонить низко голову перед его автором. 

Несколько лет назад, когда ректор Вроцлавского 
университета пригласил Штейнгауза в свою машину, 
тот изрек: «Не мобильный автомобиль». А когда oKa- 
залось, что машина действительно неисправна и по- 
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ломки происходят часто, добавил в словарь новое 
определение: «Надежда ректора добраться на собствен- 
ной машине — автонадеянность (не путать с самона- 
ΠΟΠΗΗΟςΤΡΙΟ)». 

Обширные выдержки из словаря Штейнгауза Тувим 
в свое время опубликовал в разделе «Архив и панопти- 
KYM культуры» журнала Problemy, а некоторые опреде- 
ления с иллюстрациями Ежи Зарубы можно найти на 
страницах журнала SzpilkRi. 

Одному профессору, который пытался оправдать 
свое поведение ссылкой на TO, что он «должен был» 
поступить так, а не иначе, Штейнгауз ответил: «Никто 
не должен быть должным». 

Штейнгауз высоко ценил университетские традиции, 
но иногда позволял себе подтрунивать и над ними: 
«Учебный год — это сумма академических часов, два 
академических часа — это полтора часа, а в одном 
часе — лишь три четверти часа». И еще один афоризм: 
«Лекарства нужно принимать, пока они не вышли из 
моды, а то потом они перестают помогать». 

Еще в молодости Штейнгауз воспринял вгляды вен- 
ского писателя Карла Kpayca, который издавал (и пол- 
ностью заполнял плодами своей мысли и пера) ежене- 
дельник «Факел». В «Воспоминаниях» Штейнгауз пишет 
об этом так: 


Каждая статья, каждое слово, каждый ответ были, как 
углы необтесанного камня... Свободный от аффектации 
ХХ века, OT профессорского педантизма и косноязычия, от 
пафоса Ницше и телеграфных сокращений литературных аген- 
тов ХХ века, немецкий язык стал лаконичным, упругим, легким 
и могучим. Соразмерность отдельных частей, пунктуация, ритм 
и даже графическое оформление текста были безупречными... 


Эта прекрасная характеристика в полной мере от- 
носится и к языку самого Штейнгауза, нигде не форму- 
лировавшего в явном виде своих взглядов на стиль. Те 
же черты присущи всему, что вышло из-под его пера: 
книгам по математике и предисловиям к ним, текстам 
многочисленных речей, популярным статьям о матема- 
тике и математиках, воспоминаниям и письмам. 

Полное отсутствие пафоса! Тем больше впечатляли 
те редкие случаи, когда сквозь холодный реализм стиля 


тейнгауза прорывалась неподдельная взволнован- 
НОСТЬ. 
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Как-то раз, выходя из леопольдинского зала Вроц- 
лавского университета после успешной защиты диссер- 
тации одним из многих его учеников, Штейнгауз изрек: 

— Теперь мы можем сказать себе — не без пафо- 
са, — что нам удалось влить новое вино в старые мехи. 

И еще один пример. Заканчивая выступление о Сте- 
dane Banaxe, Штейнгауз сказал: 

— ...Банах сочетал в себе искру гения с каким-то 
удивительным внутренним императивом, который не- 
престанно говорил ему словами поэта: «Есть лишь од- 
но — ревностная слава ремесла» *, — а математики хо- 
рошо знают, что их ремесло проистекает из того же 
таинственного начала, что и ремесло поэтов... 

Лишь одно было исполнено для него подлинного па- 
фоса — наука, которой он занимался. 


РЕВНОСТНАЯ СЛАВА МЫШЛЕНИЯ 


Можно ли применить строку Верлена к творчеству 
самого Штейнгауза? Нет, ибо он никогда не согласился 
бы с тем, что «есть лишь одно». И все же в его раз-' 
мышлениях была та неуемная страсть, о которой гово- 
рит поэт. 

Математикой Штейнгауз начал интересоваться еще 
в бытность свою учеником ясельской гимназии. Хотя он 
увлекался литературой, физикой, философией, техникой 
и интересовался всем, что происходило как поблизости, 
так и вдалеке (а в ту пору происходило многое), тем 
не менее вполне самостоятельно и решительно остано- 
вил свой выбор на занятиях математикой. Читал слу- 
чайно попадавшие в руки математические книги: «Ука- 
зать мне хорошие книги было некому, о чем, по правде 
говоря, я не очень сожалею: погрузившись с юных лет 
в занятия математикой, я упустил бы все остальное». 

Проучившись год во Львове, Штейнгауз (по совету 
случайного знакомого — профессора Политехнического 
института в Шарлоттенбурге) перевелся в Геттинген- 
ский университет. Мысль о переводе, несомненно, была 
удачной. Геттинген в те годы считался Меккой матема- 
тиков всего мира. С плеядой геттингенских профессоров 
и доцентов математики тех лет (Клейн, Гильберт, Лан- 





* «Jl п’уа que la gloire ardente du теНег». — П. Верлен. 
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дау, Цермело, Бейль и многие другие) не мог срав- 
ниться ни один состав университетских преподавателей 
математики. Знаменитые профессора, охотно вступавшие 
в научное сотрудничество, привлекали выдающихся 
слушателей со всего мира. В Геттинген, чтобы встре- 
титься с лучшими математиками и послушать их лек- 
ции, приезжали и молодые ученые из разных стран 
(в том числе из Польши — Серпинский, Банахевич, Яни- 
шевский и другие). Заслуженной известностью пользо- 
валась математическая библиотека Геттингенского уни- 
верситета. 

Штейнгауз изучал так называемую чистую матема- 
тику, а также различные дисциплины, объединенные 
под общим названием «прикладная математика», и 
астрономию. Посещал лекции, практические занятия по 
астрономии ‘и геодезии. Немалую пользу приносили’ 
личные контакты с другими математиками, но «самым 
главным моим занятием было чтение в зале математи- 
ческой библиотеки» — вспоминал он впоследствии. 

Штейнгауз прошел в Геттингене великолепную шко- 
лу ив 191] г. summa сит laude* защитил докторскую 
“диссертацию. Незадолго перед этим он познакомился 
с находившимся тогда в Геттингене известным физи- 
ком-экспериментатором Альбертом Майкельсоном. За- 
метив интерес Штейнгауза к физике, Майкельсон пред- 
ложил ему занять должность ассистента-математика в 
своей лаборатории в Чикаго. Однако Штейнгауз и так 
‘достаточно долго пробыл за границей, поэтому он пред- 
почел вернуться на родину и, по его собственным сло- 
вам, в течение некоторого времени оставался «частным 
ученым». | 

В 1911 г. Штейнгауз начал публиковать в польских 
Ἡ заграничных журналах результаты своих исследова- 
ний из области математического анализа, главным 0б- 
разом теории тригонометрических рядов, в которой 
вскоре стал компетентным и известным специалистом. 
В 1914 г. после начала первой мировой войны, несмотря 
Ha частые переезды с места на место и многократные 
изменения в своем положении (за сравнительно ко- 
роткий промежуток времени Штейнгауз успел побы- 
вать солдатом, служащим, математиком, работающим в 
РЕЗИНЕ НИЕ ИОН EO νεος. 


* » ω 
Summa cum laude (лат.) — с высшей похвалой, 
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промышленности, ассистентом и доцентом университета}, 
Штейнгауз продолжал занятия математикой, встречался 
со своими коллегами и выступил инициатором ряда со- 
вместных работ. В 1916 г. Штейнгауз познакомился с 
гениальным самоучкой Стефаном Банахом, которого 
позднее называл своим самым крупным математическим 
открытием. Именно эти двое ученых и стали в после- 
дующие годы (Штейнгауз был профессором Львовского 
университета с 1920 г., Банах —с 1922 г.) создателями 
львовской математической школы, представители кото» 
рой работали главным образом в области функциональ- 
ного анализа — нового раздела математики, или, если 
угодно, нового мощного математического метода. Тогда 
же Штейнгауз основал журнал, посвященный, различ- 
ным проблемам функционального анализа. Позднее, по- 
лучив результаты, которые ныне считаются классиче- 
скими, он занялся другими проблемами, главным обра- 
зом теорией вероятностей и прикладной ‘математикой. 
«На всем, о чем он говорил и писал, — отзывается 
о творчестве Гуго Штейнгауза Станислав Хартман, — 
лежал отпечаток его личности». Однако это обстоятель- 
ство отнюдь. не облегчает попытку охарактеризовать 
творчество Штейнгауза, ибо его труды не поддаются 
ни упорядочению, ни хотя бы классификации. 
Публикации Штейнгауза были чрезвычайно разно- 
образны по форме. Среди них многочисленны работы, 
предназначавшиеся для профессиональных математиков 
и опубликованные в специальных математических жур- 
налах. Если такая работа содержала идеи, которые 
можно было использовать в приложениях, то вокруг той 
же темы возникали статьи, предназначенные для спе- 
циалистов в других областях знаний и опубликованные 
в медицинских, технических, географических и других 
журналах. Были популярные и полупопулярные статьи 
и книги, различные сборники задач, очерки по истории 
математики, статьи о значении отдельных математиче- 
ских и родственных дисциплин. Были работы, посвящен- 
ные вопросам педагогики, выступления на торжествен- 
ных собраниях в университетах и заседаниях ученых 
обществ, были характеристики и воспоминания об умер- 
ших математиках. Книг большего объема Штейнгауз 
написал две: монографию об ортогональных рядах (в 
соавторстве со Стефаном Качмажем) и «Математиче- 


18 





ский калеидоскоп» — самую популярную из популярных 
книг о математике, переведенную на несколько языков, 
книгу, не похожую ни на одну другую, которая пора- 
жает неистощимой изобретательностью, TOHKOCTDIO, 
разнообразием тем, взятых из различных разделов Ma- 
тематики и объединенных в единое целое, книгу, быть 
может, более характерную для Штейнгауза, чем все 
остальное. 

Было бы неуместно подробно анализировать здесь 
математическое содержание творчества Штейнгауза, но 
мы не можем и, более того, не должны обходить молча- 
нием особенности и основные идеи его творчества. 

Одна из таких особенностей, ставшая в более позд- 
ние годы доминирующей в творчестве Штейнгауза, — 
это непрестанное стремление установить связь между 
математическими понятиями и окружающим миром. 
Математик, вращаясь в мире идеальных объектов (не- 
редко определяемых им самим), пользуясь языком, со- 
зданным исключительно для описания таких объектов, 
все время испытывает искушение, подобно Бальзаку в 
известном анекдоте*, приписать реальное существова- 
ние продукту своих размышлений, а не их реально су- 
ществующим прообразам, или «предкам». Штейнгауз 
боролся с таким подходом к математике, считая его 
«враждебным не только прикладной математике, но и 
пагубным для любой естественной науки. Это — идеали- 
стический подход, называемый по имени того грека, ко- 
торый объединил культ философии с культом ΓΘΟΜΕΤ- 
рии». 

Штейнгауз очень обрадовался, когда я однажды по- 
казал ему стихотворение Норвида «Платон и Архит», 
в особенности его восхитила приписка поэта: «Идеа- 
лизм Платона противостоял едва начавшей зарождать- 
ся тогда механике, считая ее свидетельством упадка чи- 
стого миросозерцания». 

Одной, но отнюдь не единственной тенденцией в 
творчестве Штейнгауза, проистекающей из его принци- 
пиальных убеждений, было стремление расширить при- 
ложения математики к другим наукам и к повседневной 





* Прервав деловой разговор, великий писатель сказал своему собе- 
седнику: «Все это прекрасно, мой дорогой, но обратимся снова к дей- 
ствительности: поговорим о Евгении Гранде», 
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жизни. Именно в области приложений Штейнгауз об- 
ладал особым талантом. Отсюда — различные практи- 
ческие изобретения. Отсюда — столь многочисленные 
работы, которые давали ответ на конкретные вопросы 
самых разных специалистов: биологов, медиков, антро- 
пологов, зоотехников, экономистов, инженеров и T. д. 
Отсюда и «обратная связь» — поиск областей примене- 
ния готовых теоретических результатов. 

Теоремы, не имевшие непосредственных приложений, 
Штейнгауз также стремился приблизить к действитель- 
ности, пытаясь подыскать для них глубокую или хотя 
бы поверхностную аналогию, удачное название. Так, 
основную идею эргодической теоремы он объяснял на 
примере приготовления соуса майонез. Не менее из- 
вестна его формулировка «теоремы о причесывании 
сферы». Эта фундаментальная теорема Брауэра в «Ма- 
тематическом калейдоскопе» звучит так: «Сферу, πο- 
крытую волосами, никогда нельзя причесать гладко: по 
краиней мере один волос всегда будет стоять дыбом». 
Математики всего мира знают другую теорему Штейн- 
гауза — «теорему о сандвиче». Автор сформулировал ее 
весьма образно: «Каждый сандвич можно разделить 
одним плоским разрезом так, что хлеб, сыр и ветчина 
окажутся разделенными пополам». 

К появлению «Калейдоскопа», по словам его автора, 
привело стремление сделать математику наглядной. Это 
стремление и вообще стремление к конкретизации ма- 
тематики пронизывает большую часть творческого на- 
следия Штейнгауза. Именно отсюда проистекает тен- 
денция к рассмотрению детерминистических моделей, 
однозначно определяющих развитие того или иного яв- 
ления, и изгнанию из схемы явления «случая», «хаоса» 
и даже вероятности. Этой же тенденцией обусловлено 
и стремление Штейнгауза не выходить за пределы «ко- 
нечных» (финитных) задач и методов даже там, где 
по традиции господствует инфинитный подход. 

Штейнгауз не рассматривал математику как без- 
ошибочную дедуктивную систему или совокупность та- 
ких систем. OH ‘лонимал ее не как нечто идеальное, а 
как часть действительности, которая изменяется и раз- 
вивается. Математическую строгость, признаваемую 
часто фундаментальной особенностью математики, 
Штейнгауз сравнивал с асептикой, которая служит 
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лишь одним из условии успешного исхода хирургиче- 
ской операции, но, как пишет сам Штейнгауз, «цель 
оперативного вмешательства и его характер опреде- 
ляются иными соображениями», у которых с нею мало 
общего. 

С историческим взглядом на математику и матема- 
тическую строгость, со стремлением к конкретности 
гармонически сочетались другие особенности творчества 
П]тейнгауза, определяя его вкусы в выборе тематики. 
Можно сказать, что ученый не любил особенно разви- 
тых теорий с их тщательно разработанной терминоло- 
гией, широко разветвленными понятиями и сложными 
логическими связями. Ему нравились теории в Statu 
nascendi*, проблематика которых была доступна ΠΟΗΗ- 
манию всех математиков. Штейнгауз неоднократно вы- 
ступал инициатором или одним из творцов теории, ко- 
торую впосле’ствии развивали другие. Он обладал 
особым талантом — умением найти простые и важные, 
нередко элементарные, задачи, которые «просмотрели» 
специалисты, поглощенные своими более «высокими» 
проблемами. Так было, например, с некоторыми элемен- | 
тарными геометрическими фактами, впервые опублико- 
ванными лишь в «Калейдоскопе». Впоследствии они во- 
шли во многие работы и книги по элементарной геомет- 
рии, хотя сам Штейнгауз этой областью математики 
никогда не занимался. 

Решая прикладные математические задачи, Штейн- 
гауз очень любил пользоваться элементарными средст- 
вами (впрочем, многие из его сотрудников не разделяли 
этого пристрастия своего руководителя). У Штейн- 
гауза были излюбленные математические объекты, на- 
пример куб, к которым он неоднократно возвращался 
В своих работах. О некоторых применениях куба гово- 
рится в «Калейдоскопе», другие неоднократно упоми- 
наются в последующих работах Штейнгауза. | 

Все исследования Штейнгауза и форма изложения 
полученных им результатов отличаются изяществом, не- 
изменно обеспечивавшим ему энтузиазм слушателей 
даже в аудитории, далекой от темы его очередного 
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* Statu nascendi (лат.) — букв. в момент выделения, только появив- 
шиеся, 
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сообщения. И всегда, чем бы ни занимался Штейнгауз, 
его работе сопутствовало глубокое убеждение в мощи 
математического метода. 


НОВОЕ ВИНО В СТАРЫХ МЕХАХ 


После второй мировой войны Гуго Штейнгауз стал 
одним из создателей нового польского научного центра 
во Вроцлаве. Ему было поручено организовать факуль- 
тет математики, физики и химии, он же был и первым 
деканом этого факультета. Штейнгауз был также (хро- 
нологически) первым генеральным секретарем Вроцлав- 
ского научного общества, а впоследствии неоднократно 
избирался его председателем. Как ни обширен перечень 
обязанностей, которые Штейнгауз исполнял во вроцлав- 
ские годы жизни, но все же он недостаточно полно ха- 
рактеризует роль ученого в развитии Вроцлавского 
центра. Штейнгауз возглавлял одну из четырех суще- 
ствовавших в то время во Вроцлаве кафедр математики. 
Его стараниями удалось собрать во Вроплав молодых 
математиков, профессоров и привлеченных творческой 
атмосферой центра ассистентов и учеников, которым 
Штейнгауз неизменно оказывал помощь и поддержку. 

Атмосфера и темпы деятельности Штейнгауза и его 
коллег в тот период были лихорадочными. Люди науки, 
привыкшие к интенсивному интеллектуальному обще- 
нию и обреченные в годы войны на одиночество и за- 
бвение, с радостью окунались в водоворот научной ра- 
боты и совместного сотрудничества. Из заметок (а у 
Штейнгауза их было немало!) и глухих уголков памяти 
извлекалась масса идей и замыслов. Развиваясь и об- 
ретая новые детали, они излагались коллегам на MHO- 
гочисленных научных заседаниях. Сидеть в кафе было 
некогда, да и никто не замечал даже, что и самих-то 
кафе тогда не существовало. 

У Штейнгауза появились многочисленные хлопотные 
общественные обязанности. Чтобы они не заслоняли 
научной жизни, ученый огласил и претворил в жизнь 
принцип, согласно которому каждое математическое 
заседание непременно содержало научную часть, какие 
бы важные организационные вопросы ни ожидали свое- 
го решения. В это же время Штейнгауз обязался в те- 
чение года на каждом математическом заседании ста- 
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вить новые научные проблемы. Свое обязательство он 
выполнил: большинство его задач собрано во «Вроцлав- 
ском сборнике математических задач» и опубликовано 
в разделе «Problémés» журнала СоНодшит Mathema- 
Нсит. Они послужили темой многих математических ра- 
бот в различных странах. 

С самого основания «вроцлавских вторников» — се- 
мннара, известного под названием «реферативное обо- 
зрение», — Штейнгауз являлся их председателем. Вместе 
с автором настоящей статьи он руководил семинаром 
(собиравшимся по понедельникам) по теории функций 
действительного переменного и теории вероятностей 
(рассматривались в основном вопросы эргодической 
теории и теории случайных процессов). Семинар этот 
продолжает работать и поныне... Значительная часть 
работ, опубликованных его участниками, посвящена ре- 
шению задач, предложенных Штейнгаузом. Он часто 
выступал с докладами на заседаниях Математического 
общества и лишь в 1945/46 учебном году прочитал 
8 докладов. 

Некоторые из полученных Штейигаузом в то время 
результатов относились к прикладным задачам, часто 
возникали из работ, проводимых совместно со специали- 
стами в различных областях науки, и докладывались в 
присутствии последних. С течением времени Штейнгауз 
все больше внимания уделял приложениям математики, 
втягивал в прикладные исследования все более широ- 
кий круг молодых математиков и создавал методы со- 
трудничества самых разных специалистов. Развивая 
старый и новый стиль таких «комбинированных» иссле- 
дований, Штейнгауз пришел к убеждению, что их сле- 
дует проводить «на органической основе, то есть при 
допущении специалистов к обсуждению генезиса, смыс- 
ла и важности проблемы». И далее: «Сотрудничество 
следует начинать не с того момента, когда задача бу- 
дет поставлена, а значительно раньше. Существуют за- 
дачи, которые представители естественных наук не счи- 
тают математическими». Возможна и противоположная 
ситуация: в ряде задач математик иногда обнаруживает, 
что применение к ним сложных математических методов 
не обосновано. Так или иначе, математику необходимо за- 
тратить много сил и времени на начальном этапе совме- 
стной деятельности: не ждать, пока представители есте- 
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ственных наук найдут математическую формулировку 
задачи, а вместе с ними участвовать в поисках такой 
формулировки. По оценке Штейнгауза на неизбежные 
предварительные обсуждения конкретной задачи уходит 
не менее 50 часов. Математики-прикладники назвали 
эту величину «числом Штейнгауза». 

Помимо бесчисленных советов по обсуждению науч- 
ных проблем со специалистами в различных областях 
знания, |1Штейнгауз учредил специальный «орган» для 
таких контактов — семинар по прикладной математике 
(1948 г.). По мысли создателя на этом семинаре должны 
были проводиться совместные обсуждения предлагаемых 
задач: приглашенные специалисты сообщают о возни- 
кающих у них задачах, а математики, являющиеся по- 
стоянными участниками семинара, формулируют подход 
и обсуждают проекты решений. Большая часть получен- 
ных результатов публиковалась на страницах журнала 
Zastosowania Matematyky, который Штейнгауз основал 
и редактировал на протяжении многих лет. 

Невозможно перечислить всего сделанного ученым. 
Его работам, как правило, сопутствовал успех, хотя бы- 
вали и поражения. О том и другом Штейнгауз говорил в 
своих докладах и статьях. 

Выступления Штейнгауза на различных заседаниях, 
а также по радно и телевидению, полные оригинальных 
идей, неожиданных ассоциаций, удивительно емких и 
точных формулировок, всегда отличались широким кру- 
гозором, богатством и разнообразием информации и на 
протяжении четзерти века украшали интеллектуальную 
жизнь Вроцлава. 

В своих выступлениях Штейнгауз неоднократно за- 
трагивал проблему места математики среди других 
наук. Вот, например, отрывок из его блестящего вы- 
ступления «Математика вчера и сегодня» на торжествах 
по случаю начала 1958/59 учебного года. 


Современные вычислительные машины служат одним из 
примеров того, какое существенное влияние на развитие мате- 
матики, точнее, на направление, в котором развиваются ма- 
тематические идеи, оказывает техника. Правда, этот пример 
имеет единственный недостаток, напоминающий нам о том, что 
в биологии является правилом: помощь, оказываемая матема- 
тику вычислительными машинами, — это помощь извне, помощь 
со стороны аппаратуры. Математика же развивается по своим 
собственным, автономным законам ,., прогресс математики 
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происходит совсем иначе, чем прогресс естественных и fyMduk- 
тарных наук. Математика развивается по восходящей линии, 
минуя все заторы, ее развитие схоже с развитием живого орга- 
низма. К тому же в математике несравненно явственней, чем 
в других дисциплинах ощущается, насколько растянуто ше- 
ствие всего человечества. Среди наших современников есть 
люди, чьи познания в математике относятся к эпохе более 
древней, чем египетские пирамиды, и они составляют значи- 
тельное большинство. Математические познання незначительной 
части людей дошли до эпохи средних веков, а уровня мате- 
матики XVIII века не достигает и один человек на тысячу... Но 
расстояние между теми, кто идет в авангарде, и необозримой 
массой путников все возрастает, процессия растягивается и 
идущие впереди отдаляются все болес и более. Onn скры- 
ваются из виду, их мало кто знает, о них рассказывают уди- 
вительнейшие истории. Находятся и такие, кто просто не верит 
в их существование. 


Обширна и разнообразна была педагогическая дея- 
тельность Штейнгауза в университете. Она отнюдь не 
ограничивалась официальными лекциями исеминарами. 
Штейнгауз часто беседовал с молодежью, и не только 
отвечал на многочисленные вопросы, но и ставил их. 
Некоторые вопросы, выписанные на отдельных карточ- 
ках, он вывешивал на шкафу в помещении кафедры ма- 
тематики. 

Штейнгауз считал, что лекции для начинающих сту- 
дентов должны читать опытные профессора, а не моло- 
дые научные работники. Соответствующее постановле- 
ние было принято по его инициативе ученым советом 
Вроплавского университета в 1957 г. 

Время от времени Штейнгауз проводил у себя дома 
нечто вроде неофициального научного семинара. Около 
1950 г. он организовал цикл дискуссий по книге Винера 
о кибернетике, а спустя несколько лет — как бы по KOHT- 
расту с первым — другой цикл, посвященный одной из 
важнейших проблем оснований математики. Отношение 
Штейкгауза к «основаниям» (как для краткости говорят 
математики) было особым: исследованиями в этой οὔ- 
ласти математики он занимался неохотно, но в то же 
время некоторые ее проблемы беспокоили и: интересо- 
вали его. Можно сказать, что в основаниях математики 
он одновременно был и неспециалистом, и творцом. 
В 1961 г. идеи теории игр привели Штейнгауза к форму- 
лировке (совместно с Яном Мыцельским) новой акси- 
омы, которую он назвал аксиомой детерминации. Эта 
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аксиома и поныне служит предметом оживленных 
исследований в различных странах. Аксиома детермина- 
ции, по-видимому, наиболее известное из послевоенных 
достижений Штейнгауза. Может показаться иронией 
судьбы, что именно в период, когда ученый особенно 
много внимания уделял прикладным задачам, наиболь- 
-шую известность приобрел его результат, носящий чисто 
теоретический характер. Но парадокс здесь лишь кажу- 
щийся, ибо и в аксиоме детерминации заключена основ- 
ная идея творчества Штейнгауза: сближение математики 
с реальным миром. Аксиома Штейнгауза изгоняет из ма- 
тематики уродливые объекты, существование которых 
противоречит геометрической интуиции. Я уверен, что 
эту аксиому ожидает интересное будущее. 

Роль Гуго Штейнгауза как ученого и педагога, его гу- 
манитарная культура и независимость взглядов ϱΗΗ- 
скали ему огромный автсритет и широкое признание. Bo 
Вроцлаве неоднократно и по разному поводу чествовали 
ученого. Вот два достаточно ярких эпизода. 

В 1951 г. праздновали 40-летие научной деятель- 
ности Штейнгауза. Штейнгауз, выступая с ответным 
словом, произнес прекрасную речь, в которой поблаго- 
дарил сотрудников и молодежь. Свою речь CH закончил 
так (цитирую по памяти): «Благодарю всех присут- 
ствующих, а поскольку я не могу выразить свою при- 
знательность каждому, то делаю это символически» — 
и поцеловал руку своей жене. 

Во время празднования 20-летия польских вузов во 
Вроцлаве (1965 г.) Гуго Штейнгауз стал почетным док- 
тором Вроцлавского университета. Вот фрагмент из 
речи промотора*: «Во всей Вашей деятельности во 
Вроцлаве нет границ между математическими дисцип- 
линами, нет границ между математикой и другимн на- 
уками, нет границ между наукой и окружающим нас ми- 
ром». 

Гуго Штейнгауз умер во Вроцлаве 25 февраля 1972 г. 





* Лицо, представляющее кандидата ученому совету. 





ОРЕЛ ИЛИ РЕШКА? 


Se — 5-75 





ea a A GPR A ETT 


ПРИСТУПАЕМ К ИГРЕ 


Играть в эту игру лучше всего на столе, под ножки 
которого подстелен ковер. Поставив монету в | злотый 
ребром на стол, запустим ее волчком. Быстро вращаясь, 
монета начнет перемещаться по столу, дойдет до края и 
упадет на ковер либо вверх, либо вниз орлом. Ту сто- 
рону монеты, на которой нет орла, мы будем называть 
решкой (есть такое старое, неизвестно откуда взявшееся 
слово). 

Уговоримся с партнером, что он загадывает, как 
упадет монета на ковер — вверх орлом или вверх реш- 
кой, а мы запускаем ее. Всякий раз, когда предсказание 
партнера сбывается, он получает от нас один злотый. 
Если монета его «не слушается», партнер платит один 
злотый нам. 

Предвидеть заранее, какой стороной вверх упадет 
монета, в этой игре нельзя. Если бы наш противник был 
способен делать точные предсказания, он бы всегда вы- 
игрывал. Если бы мы умели так запускать монету, 
чтобы она падала по нашему желанию, то любой, кто 
вздумал бы с нами играть, был бы обречен на проиг- 
рыш. Стоило бы ему загадать, что монета упадет вверх 
орлом, как мы запустили бы ее так, чтобы она упала 
вверх решкой, а если бы он загадал решку, то мы за- 
пустили бы монету «на орла». 

Разумеется, запускающий монету партиер как-то вли- 
яет на исход бросания, и могло бы показаться, что ему 
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легче, чем противнику, предвидеть, ΚΑΚΟΗ сторонои вверх 
она упадет. Но и запускающий монету тоже не знает, 
какой стороной она упадет на ковер, а какая окажется 
сверху. Действительно, прежле чем упасть, монета со- 
вершает множество оборотов и доходит до края стола. 
Если мы хотим, чтобы в этот момент монета была об- 
ращена к нам орлом, то и запускать ее следует так, 
чтобы она совершила нужное число оборотов. Для этого 
необходимо было бы с точностью до тысячных долей ре- 
гулировать скорость вращения монеты и управлять вы- 
бором ее пути по поверхности стола, причем в этом слу- 
чае точность момента, когда‘ монета достигает края 
стола, должна отличаться от требуемой не более, чем на 
сотую долю секунды. Но и все это нам не очень бы по- 
могло, поскольку монета падает со стола на пол ребром 
и катится по ковру. Поэтому из того, какое положение 
она занимала на краю стола, еще нельзя заключить, 
какой стороной вверх она упадет. Впрочем, кто не ве- 
PHT, пусть попробует! 

Игра будет совсем иной, если бросаний («запусков») 
будет He одно, а больше, например десять или сто. Вот 
результаты 100 бросаний монеты: 


РООРРРРРРРООООРРОРОР 
ОРОРООРОООРООРОООООР 
ΟΟΟΟΡΡΡΟΡΟΟΟΟΟΟΟΟΟΡΟ (1) 
OPOPOPOPPPOOPOOPOOP? 
PPOOPPOPPPPOPPOPOOPO 


Подсчитаем, сколько выпало орлов (О) и сколько + 
решек (Р). В первой серии из двадцати бросаний было 
восемь О и двенадцать P, во второй — четырнадцать О и 
шесть Р, в третьей — пятнадцать О и пять Р, в четвер- 
той — десять О и десять Р и в пятой — восемь О и две- 
надцать Р. Всего из 100 бросаний орел выпал 55 и 
В 45 раз. Обратим внимание на то, что доля орлов 
ыла: 


Серия из 20 бросаний % 
Первая 40 

Вторая 70 

Третья 75 
Четвертая 50 

Пятая 40 

Во всех 100 бросаниях 55 
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Разделим каждую серию на две меньших серии по 
10 бросаний каждая. Тогда доля орлов составит: 


Серия из 10 бросаний % 
Первая 20 
Вторая 60 
Третья 70 
Четвертая 70 

' Пятая 60 
Шестая 90 
Седьмая 40 
Восьмая 60 
Девятая 30 
Десятая 50 


Десятки можно было бы разбить на пятерки (чита- 
телю, если он захочет, предоставляется проделать это 
самостоятельно). Мы же обратим внимание лишь на то, 
что во второй серии из пяти бросаний доля орлов состав- 
ляет 0%, а в одиннадцатой — 100%. Следовательно, в се- 
риях из пяти бросаний доля орлов колеблется от 0 до 
100%, в сериях из десяти бросаний — от 20 до 90% 
и в сериях из двадцати бросаний — от 45 до 90%. 
Мы видим, что колебания уменьшаются, если от бо- 
лее коротких серий переходить к более длинным, Мы на- 
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щупали пекую завопомерпость, πο еще Не Можем 
ее сформулировать. Что произойдет, если мы перейдем 
к сериям из сотен, а затем из тысяч бросаний? Пер- 
вым, кто попробовал играть в орла и решку с боль- 
шим числом бросаний, был выдающийся француз- 
ский естествоиспытатель Ж. Л. Бюффон (1707—1788). 
В 4040 бросаниях орел выпал 2048 раз. Если пределы, в 
которых колеблется доля орлов, сближаются, то эта доля 
с увеличением числа бросаний должна стремиться к ка- 
кому-то вполне определенному числу, но к какому? Доля 
орлов (для моего злотого, которого я опробовал на се- 
рии из 100 бросаний) могла бы стремиться к 0,6. Что 
это означало бы? Доля решек в исходах бросаний стре- 
милась бы к 0,4. В этом случае каждый сказал бы, что 
монета чаще падает вверх орлом. Такое вполне воз- 
можно: если металл, из которого отчеканена монета, 
неоднороден и более плотен со стороны решки, то MO- 
нета чаще будет падать вверх орлом, чем решкой. Од- 
нако если монета сделана из однородного металла и со- 
вершенно одинакова с обеих сторон (неровности ри- 
сунка могут влиять на исход бросания, поэтому лучше 
пользоваться гладкой «монетой»), то она будет падать 
одинаково часто и вверх орлом, и вверх решкой. Это вов- 
се не означает, что в каждой серии из десяти бросаний 
орел будет выпадать 5 раз. Исходы бросаний будут 
распределяться в кажущемся беспорядке, и лишь после 
того, как их наберется достаточно много, мы увидим, 
что доля бросаний, при которых выпадает орел, при- 
ближается к 0,5. Такая доля орлов свидетельствует 
о симметрии монеты. В этом и заключается закон 
больших чисел. 


ЗАКОН БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ 


Об этом законе писали и говорили очень много. Тем 
не менее гораздо чаще вы можете услышать о нем 
совершеннейшие нелепости, чем что-нибудь разумное. 
Есть, например, люди, ксторые понимают закон боль- 
ших чисел так. Если существует закон, по которому 
доля орлов должна стремиться к 0,5, то всякий раз, 
когда подряд выпадает много орлов, чтобы компенси- 
ровать их перевес, непременнс должно выпасть много 
решек. Увидев, что монета несколько раз выпала вверх 
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орлом, такие люди при следующем бросании непре- 
менно загадывают решку. Проверим, так ли это. Под- 
считаем, сколько раз в нашей серии из ста бросаний 
после двух О встречается Р. Один раз группа ООР 
встречается в самом начале серии (при втором и тре- 
тьем бросании выпали О, при четвертом — P), еще один 
раз— в первых двадцати бросаниях, во второй серии 
из двадцати бросаний группа OOP встречается 3, в тре- 
тьей — 2, в четвертой —3, в пятой —2 раза, всего — 
12 раз. А сколько раз после двух О выпадает снова О? 
15 раз! Что-то предсказания «мудрых» людей не всегда 
сбываются. Но, может быть, монета падает так «непра- 
вильно» только в нашей серии из 100 бросаний, а если 
число бросаний больше, то она, «набравшись разума», 
поведет себя иначе? Ведь должна же она «подчиняться» 
закону больших чисел! Монета и в самом деле подчи- 
няется закону больших чисел, но делает это на свой 
манер: для выравнивания числа бросаний, в которых 
выпадают орел и решка, вовсе не обязательно, чтобы 
после двух О решка выпадала чаще, чем орел. 
Запишем следующую серию бросаний: 


ΟΟΟΟΟΡΡΡΡΡΟΟΟΟΟΡΡΡΡΡΟΟΟΟΟΡΡΡΡΡ 

ΟΟΟΟΟ 

ΡΡΡΡΡΟΟΟΟΟΡΡΡΡΡΟΟΟΟΟΡΡΡΡΡΟΟΟΟΟ (2) 
РРРРР 

ΟΟΟΟΟΡΡΡΡΡΟΟΟΟΟΡΡΡΡΡΟΟΟΟΟΡΡΡΡΡ... 


Вот здесь уже орел после двух орлов выпадает 
чаще, чем решка: 30 раз после ОО встречается О и 
лишь 10 раз Р. Доля орлов стремится к 0,5 (доля ре- 
шек — тоже). Правда, в 5 первых бросаниях выпадают 
лишь одни орлы, в серии из 15 первых бросаний доля 
орлов составляет 7/3, а в серии из 25 первых бросаний 
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орлы выпадают лишь в °/5 всех исходов и т. д. Более 
точно: 


Число первых Доля орлов 
бросаний' составляет 
5 Г] ο 9 e ο О 9 9 . ἱ 
PO ο ον να ea 0,5 
ое ee 0,666 
θα. ое 0,5 
ΜΑ а ов 0,6 
Е a anes ο σα 0,571 
μμ. 0,5 

OD а ον ον ла 0,526 .., 


После первых 25 бросаний доля орлов уже никогда 
не достигает 60%, после 35 бросаний становится меньше 
57%, а после 92 бросаний не превышает 52%, если ce- 
рию бросаний продолжать и дальше, чередуя 5 орлов 
и 5 решек. Правда, где бы мы ни оборвали нашу серию, 
доля орлов всегда будет больше, а доля решек — 
меньше !/. Но закон больших чисел остается в силе, 
как и’для симметричной монеты, и обе доли стремятся 
к 1/2, хотя выравнивание числа бросаний, в которых 
монета падает вверх орлом и вверх решкой, происходит 
иначе, чем предсказывали мудрые люди. Действительно, 
в нашей серии орел после двух орлов встречается втрое 
чаще, чем решка. В целом в серии из ста бросаний P 
после О встречается 10 раз, О после Р — 9 раз, О после 
O— 40 раз и Р после Р — тоже 40 раз. Таким образом, 
при очередном бросании монета [9 раз падает другой 
стороной вверх и 50 раз — той же стороной вверх, что 
и в предыдущем случае. Если бы монета «вела себя» 
так, как следует из нашей серии, то после выпавшего 
орла, мы уверенно загадывали бы орла, а после выпав- 
шей решки — решку. И действительно, есть на свете и 
такие мудрецы, которые верят в этот закон и называют 
его «законом серии». Они полагают, что если несколько 
раз подряд выпал орел, то ставить нужно на него 
(то есть считать, что при следующем бросании выпадет 
снова орел), по их мнению, также стоит поступать и 
после выпавшей несколько раз подряд решки, по- 
скольку монета «не любит перемен». Проверим «закон 
серии» на исходах (1) действительно проверенных бро- 
саний (исходы (2) вымышлены). В серии бросаний (1) 

раз орел сменяется решкой, а решка — орлом и 
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49 раз монета выпадает той же стороной вверх, что и 
в предыдущем 6ΡΟΟΒΗΜΗ. 

Короче говоря, монета не обладает памятью, и вся 
ее предшествующая история — последовательность, в 
которой выпадали орлы и решки, — никак не сказы- 
вается на исходе очередного бросания. Это вполне оче- 
видно: можно ли представить себе, чтобы кто-нибудь, 
сев за карточный стол, спрашивал у хозяина карточной 
колоды, какие «привычки» у его карт? При игре в орла 
н решку также не поможет ни одна система, ибо ни 
«закона серии», ни «закона чередования» просто не 
существует. Но как же в таком случае обосновать за- 
кон больших чисел? Попробуем сделать это, попросив 
читателя быть чуть внимательнее, чем прежде. 

Сколько возможных исходов имеют два последова- 
тельных бросания монеты? ИХ 4, а именнс: ‘ 


OO, ОР, PO, РР. 


Монета симметрична, значит, появление О при пер- 
вом бросании столь же возможно, сколь и появление Р. 
Следовательно, серия из двух бросаний, начинающаяся 
с О, так же вероятна, как и серия, начинающаяся с Р. 
Итак, бросив монету два раза подряд, мы получим ОО 
или ОР с такой же вероятностью, как и РО или РР. 
Однако после Toro, как выпал О, для монеты, не имею- 
щей памяти, выбор между О и Р при следующем бро- 
сании безразличен: ОО имеет такие же шансы, как и ОР 
(аналогично серия РО имеет одинаковые шансы на по- 
явление с серией РР). Следовательно, каждый из четы- 
рех возможных исходов двух бросаний имеет одну и 
ту же вероятность. Чему равна доля орлов в каждом 
исходе? Соответственно, 100, 50, 50 и 0%. Закон боль- 
ших чисел здесь еще не виден, но мы исследовали лишь 
серии из двух бросаний. А что произойдет при четырех 
бросаниях? Выпишем все возможные исходы: 


0000, OOOP, OOPO, OOPP, OPOO, ОРОР, 
OPPO, OPPP, POOO, POOP, POPO, POPP, 
PPOO, PPOP, PPPO, PPPP. | 
Их 16, и каждый из них так же возможен, как п 
любой другой. Доля орлов составляет в них соответ- 


ственно 100, 75, 75, 50, 75, 50, 50, 25, 75, 50, 50, 25, 50, 
25, 25, 0%. 
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В шести сериях доля орлов равна 50, в четырех — 
75, в четырех других — 25, в одной серии — 100 и в од- 
ной —0%. Следовательно, еслн нам понадобится пред- 
сказать долю орлов в серии из четырех бросаний — 
будет ли она составлять 0, 25, 50, 75 или 100%, — то 
лучше всего назвать 50%, поскольку эту возможность 
монета может осуществить шестью различными спосо- 
бами. Если же от нас не ждут точного предсказания, 
а лишь спрашивают, будет ли доля орлов заключена 
в. интервале от 25 до 75% или нет, то превратиться в 
пророка еще легче, поскольку в этом интервале доля 
орлов оказываегся в 14, а вне его — лишь в 2 случаях. 
Пойдем еще дальше: спросим, сколько возможных исхо- 
дов имеется при 10 последовательных бросаниях ΜΟ- 
неты. Нетрудно понять, что при двух бросаниях число 
возможных исходов равно 2?=4, при трех — 2---δ, при 
десяти — 2!°= 1024. Мы не будем выписывать HX, а лишь 
сообщим, сколько из них соответствуют той или иной 
доле орлов. 





mene gree Hons agente Число исходов 

0 | 100 1 
10 90 | 10 
20 80 45 
30 70 120 
40 60 210 
50 50 252 
60 | 40 210 
70 30 120 
80 20 45 
90 10 10 
100 0 1 





Всего 1024 исхода 


В каком числе серий из 4 бросаний доля орлов за- 
ключена в ннтервале OT 40 до 60%? Таких серий 210+ 
J 252--210=672, а всех исходов 1024, поэтому дробь 

/40> равна вероятности того, что при 10 бросаниях 
доля орлов будет заключена между 40 и 60%. Но ниж- 
няя граница 40% и верхняя — 60% означают, что 
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отклонение доли орлов от OO% He превышает 10%. 
Следовательно, мы можем утверждать, что с вероят- 
ностью около 65% отклонение доли орлов от 50% не 
превышает 10%. Тот же расчет можно было бы про- 
вести и для серии из 100 бросаний, тогда оказалось 
бы, что с вероятностью около 65% отклонение доли 
орлов от 50% не превышает 5%. Чем длиннее будут 
серии, тем меньшее отклонение от 50% мы сможем 
предсказывать с вероятностью 65%. Но нам вовсе не 
обязательно держаться за эту цифру — 65%. Для серин 
из 100 бросаний с вероятностью почти 99% откло- 
нение доли орлов от 1/› не превышает 9%, при 10000 
бросаний с вероятностью около 90% отклонение от !/> 
не превышает 1%. Так с помощью вычислений мы по- 
дошли к закону больших чисел. С вероятностью сколь 
угодно близкой к | (но неравной ей — это была бы уже 
достоверность), например с вероятностью 99%, можно 
предсказать, что доля орлов будет сколь угодно мало 
отличаться от !/> (например, отклонение может состав- 
лять 1%, то есть доля орлов будет заключена между 
49 и 51%), если потребовать, чтобы серия бросаний 
была достаточно длинной. Найти число бросаний, при 
котором отклонение с заданной вероятностью (напри- 
мер, с вероятностью 99%) не выходит за пределы ука- 
занного заранее доверительного интервала (например, 
не превышает 1%), можно с помощью специальных 
вычислений. При длинных сериях такие вычисления 
становятся весьма трудными, если мы хотим ограни- 
читься четырьмя арифметическими действиями. Но в 
высшей математике способ определения числа броса- 
ний упрощается, и это имеет важное практическое 
значение. 

Автомат, штампующий стальные перья, время от 
времени производит брак. Торгующая организация, ко- 
торая занимается распределением перьев по магазинам 
канцелярских принадлежностей, жалуется, что 10% 
перьев не пишут. «Если это правда, — рассуждает ди- 
ректор фабрики, — то на 1000 выпущенных нами перьев 
100 должны быть плохими. Из ящика, в который авто- 
мат выбрасывает отшгампованные перья, директор вы- 
бирает наугад 1000 штук и, осмотрев их по очереди, 
обнаруживает 91 бракованное перо. Что говорит закон 
больших чисел? А то, что автомат, выпускающий пло- 
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хое перо с вероятностью 1/10 (именно такую цифру Η8- 
звали представители торгующей организации), с веро- 
ятностью 84% производит больше, чем 91 плохое перо 
на 1000. Вероятность эта достаточно велика, и поэтому 
рассуждать можно так. Если правы представители тор- 
гующей организации, то в серии Из тысячи штук плохих 
перьев должно быть больше, чем 91. Но поскольку их 
оказалось лишь 91, то представители торговли преуве- 
личивают процент брака, однако не слишком: как пока- 
зала проверка, на 11 выпущенных автоматом перьев 
приходится [| плохое, что ‚совсем не существенно отли- 
чается OT 1/4. Уязвленная гордость не позволила дирек- 
тору удовлетвориться этим элементарным подсчетом, 
и он обратился к математику с вопросом, как должен 
работать автомат, чтобы с вероятностью 95% гаранти- 
ровать выпуск не более 10 плохих перьев на 1000? 
Математик ответил, что для этого на 1000 перьев брак 
не должен превышать 5 штук. Не следует удивляться 
такому ответу: автомат, который выпускает 10 плохих 
перьев на 1000, с вероятностью 58% выдаст при испы- 
тании не менее 10 плохих перьев. Чтобы гарантировать, 
как требует директор фабрики, вероятность 95%, необ- 
ходим автомат, работающий вдвое лучше. Ясно, что 
этот пример — лишь один из многих, встречающихся в 
промышленности и технике, сельском хозяйстве и тор- 
говле, 
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но вернемся к орлу и решке. чтобы играть в орла 
и решку, вовсе не обязательно бросать монету или за- 
пускать ee волчком. Есть такая игра — чет и нечет. 
Я кладу на стол монету в | злотый и закрываю ее 
ладонью так, чтобы мой противник не видел, какой сто- 
роной оня обращена кверху. После этого сн кладет на 
стол свой злотый, а я открываю монету. Если обе мо- 
неты лежат вверх орлами или вверх решками (то есть 
либо ОО, либо РР), то мой противник забирает обе 
монеты себе. Если же одна мопета лежит вверх орлом, 
а другая — вверх решкой, то владельцем монеты ста- 
новлюсь я. Вполне очевидно, что отгадать, какой сто- 
роной кверху обращена монета под ладонью, трудно, 
но взрослый человек, играя против ребенка, уже после 
нескольких попыток начнет систематически выигрывать. 
Дело в том, что ребенок, положив монету вверх орлом 
и проиграв, в следующий раз положит монету вверх 
решкой, а взрослый сразу же постигнет эту наивную 
тактику. Кроме того, по выражению лица ребенка легко 
догадаться о его намерениях. Существует ли способ 
спасти ребенка от пронгрыша? Можно ли научить его 
нграть так, чтобы свести на нет хитрость взрослого 
нгрока? Можно, причем сделать это очень нетрудно. 
Если ребенок при игре в чет и нечет ходит вторым, то 
пусть он не кладет монету на стол, а запускает ее волч- 
ком. Если же ребенок ходит первым, то ему следует 
запустить монету волчком и накрыть ее ладонью так, 
чтобы он сам не видел, какой стороной кверху легла 
монета. Что произойдет при этом? Шансы, что монета 
под рукой у ребенка лежит вверх орлом или вверх реш- 
кой, станут одинаковыми — 50% для орла и 50% для 
решки. Положив монету вверх орлом, взлослый про- 
тивник может с вероятностью 50% выиграть и с той 
же вероятностью 50% проиграть. То же самое про- 
изойдет, если он положит на стол монету вверх решкой. 








Следовательно, какой бы ход ни сделал противник, ре- 
бенок с вероятностью 50% выиграет, причем выигры- 
вать будет так же часто, как и его взрослый партнер. 

Кто же лучше всех на свете. умеет играть в чет и 
нечет? Вот что пишет по этому поводу один из созда- 
телей современной теории автоматов К. Э. Шеннон: 


..Другой тип обучающейся машины сконструировал 
Д. В. Хагельбарджер. Это автомат, предназначенный для игры 
в чет и нечет против живого партнера. Слереди на панели авто- 
мата имеются пусковая кнопка, два окошка с надписями 
«орел» на одном и «решка» на другом и рычажок, . который 
может находиться в двух положениях: «орел» и «решка». 
Человек кладет монету на стол (так, чтобы ее видел арбитр), 
после чего нажимает пусковую кнопку. Машина «отвечает», 
зажигая лампочку в одном из окошек Если надпись над ним 
совпадает с названием той стороны монеты, которая обращена 
вверх, выигрывает машина, если не совпадает — человек. Го- 
воротом рукоятки в положение, соответствующее верхней сто- 
роне монеты, арбитр уведомляет машину о каждом исходе 
игры. Автомат использует накопленный опыт. Некоторые 
имеют обыкновение, выиграв два раза подряд на орла, в тре- 
тий раз ставить на решку. Пока автомат не замечает такой 
склонности, он делает случайные ходы. Но если только автомат 
обнаруживает в них какую-то систему, он тут же обращает ее 
против человека, используя сведения, накопленные во время 
игры с ним. Автомат выигрывает от 55 до 60% партий, что 
свидетельствует о неумении человека сознательно производить 
случайные ходы. Еще труднее человеку «надуть» автомат, 
играя то по одной, то по другой системе. Для игры в чет и 
нечет был построен еще и автомат иной конструкции — он 
быстрее обучался, но имел меньший объем памяти. Строгий 
математический анализ того, какой из двух автоматов играет 
лучше, чрезвычайно сложен, поэтому было решено провести 
публичное состязание, которое продолжалось 4 часа. В каче- 
стве арбитра на этот раз выступал также автомат. Это позво- 
лило провести несколько тысяч партий. Оказалось, что новый 
автомат систематически одерживает победу над старым со 
средним счетом 55 ; 45... 


Мы уже говорили о том, что для игры в орла и 
решку необходимы симметричные монеты. Но таких 
монет не существует, ибо стороны любой монеты отли- 
чаются рисунком. Вместо монеты можно использовать 
игральные карты: тасовать колоду, на ощупь вытяги- 
вать из нее карту, выкладывать эту карту на стол вниз 
рубашкой, снова тасовать колоду и вытягивать из нее 
вторую карту. Красная масть соответствовала бы, ска- 
Жем орлу, черная — решке. Однако оказалось, что та- 
совка карты не позволяет перемешать карты настолько, 
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чтобы мы могли говорить OO их случайном расположе- 
нии в колоде. Поэтому пришлось придумывать другие 
способы имитации идеальной монеты. 


СЛУЧАЙНЫЕ ЧИСЛА 


На практике более важную роль, чем последователь- 
ность орлов и решек, играет последовательность чисел 
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, которая возникает, если мы 
бросаем, словно игральную кость, десятигранник, на каж- 
дой из боковых граней которого написано по одному 
из этих чисел. Как образовать такую последователь- 
ность чисел, чтобы никто не мог упрекнуть нас в том, 
что мы влияем на исход бросания и тем самым нару- 
шаем принцип равноправия всех 10 цифр? Пробовали 
брать номера из телефонной книги: раскоыв ее наугад, 
выписывали цифры в том порядке, в. каком они там 
встречаются. Оказалось, что этот способ не слишком 
хорош: в телефонных номерах обнаруживаются систе- 
матические отклонения от случайности. Тогда попробо- 
вали поступать иначе. Взяли 10 цифр от 0 до 9, разме- 
стили их на диске, как часовые деления на циферблате 
часов, поместили диск за экраном с окошком и заста- 
вили быстро вращаться (с помощью электрического 
моторчика). Все устройство поместили в темную ком- 
нату и время от времени освещали электрической 
искрой, а цифру, которая в этот миг виднелась в 
окошке, записывали. Так удалось получить тысячи и 
тысячи случайных цифр. Но нашлись люди, которым 
и этого было мало: они заявили, что ритм руки, нажи- 
мающий на ключ разрядника, и скорость вращения 
диска имеют соизмеримые периоды, а это порождает 
какие-то закономерности в последовательности появ- 
ляющихся в окошке цифр. Тогда решили заменить че- 
ловека автоматом, а именно так называемым счетчи- 
ком Гейгера — Мюллера. «Автомат» этот очень прост — 
это всего. лишь стеклянная трубка с окошком, закрытым 
слюдой, которая наполнена сильно разреженным газом. 
Трубка эта служит прерывателем электрического тока 
и пропускает его лишь в том случае, если в Hee ΠΟΠᾶ- 
дает частица материи, например частицы, испускаемые 
радием или прилетающие к нам на Землю с так назы- 
ваемым космическим излучением. Ток внутри трубки 
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очень слаб и длится неуловимо короткий промежуток 
времени, но его можно усилить, как усиливают с по- 
мощью электронных ламп сигнал, принятый радиоан- 
тенной, и, пропустив через разрядник, получить искры. 
Теперь наше устройство будет делать все без вмеша- 
тельства человека. Цифры можно фотографировать на 
движущейся пленке и по прошествии достаточно боль- 
шого промежутка времени записать их сотнями тысяч. 
Всех ли удовлетворит такой способ получения случай- 
ных чисел? Нет, ибо размещение цифр на диске не сов- 
сем равномерно. Возникла идея воспользоваться де- 
сятью счетчиками Гейгера — Мюллера, соединенными с 
пишущим устройством. Если космическая частица попа- 
дает в счетчик номер 5, то ток проходит через электро- 
магнит, приводящий в движение клавишу с цифрой 5. 
Так же обстоит дело и с другими счетчиками: каждый 
счетчик соединен через электромагнит и клавишу со 
своей цифрой. Но и тут нашлись придиры, которые He 
поверили в TO, что можно собрать 10 совершенно оди- 
наковых счетчиков Гейгера — Мюллера, а это очень 
существенный момент: ведь если у счетчика номер 5 
окошко, закрытое слюдой, шире, чем у счетчика но- 
мер 7, то он будет чаще реагировать на космические 
частицы, чем счетчик с меньшим окошком, и на бумаж- 
‚ной ленте, протягиваемой через пишущее устройство, 
пятерка будет появляться чаще, чем семерка, а мы 
хотим сохранить закон больших чисел с одинаковой 
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частотой для каждой цифры! группе вроцлавских мате- 
матиков и физиков удалось обойти эту трудность. 

Возьмем обычную монету в | злотый. Мы не знаем, 
насколько она отличается от идеально симметричной. 
Например, может оказаться, что рисунок «орла» имеет 
больше элементов, чем рисунок «решки», а это уже не 
может не влиять на исход бросания, давая преимуще- 
ство одной стороне монеты перед другой. Предположим 
поэтому, что монета несимметрична и что орел выпа- 
дает чаще, чем решка. Почему так происходит, мы не 
знаем, но это нам не мешает. Будем всегда бросать 
монету два раза подряд и записываль исходы бросаний 
особым образом: 


ОР запишем как О, 

РО запишем как P, 

ОО вообще не станем записывать, 
РР также не станем записывать. 


Например, если исходы бросаний окажутся такими: 
ОР, РО, ОР, РР, РО, ОР, ОО, ОР, РО, ОР, 00, РО, РР, ОР, 
то мы запишем их в виде 
ο, Р, ο, Р, 0, ο, P, 0, Р, ο. 


Теперь монета ведет себя так, как если бы она была 
идеально симметричной. Читатель, наверное, уже понял, 
что эта игра в орла и решку ведется «честно», по- 
скольку даже у несимметричной монеты последователь- 
ность бросаний ОР встречается так же часто, как и по- 
следовательность РО: монете ничего не известно о ходе 
времени и для нее нет никакой разницы между последо- 
вательностью ОР и последовательностью РО. Этот спо- 
соб получил название симметризации монеты. Его мож- 
но применить и к устройству с десятью счетчиками 
Гейгера — Мюллера. Представим себе 10 счетчиков, 
связанных с пишущим устройством так, что линия связи 
отпирается на очень короткий промежуток времени (на- 
пример, Ha '/19 ©), затем запирается, снова отпирается 
и т. д. Если за то время, в течение которого линия связи 
отпирается, все счетчики сработают лишь по одному 
разу, то печатающее устройство выдаст цифру, соответ- 
ствующую последнему счетчику (и только ему). Если 
какой-нибудь счетчик сработает дважды, то связь пре- 
рвется, | 
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Такое устройство уже симметризовано: каждая 
цифра от 0 до 9 имеет одинаковые шансы быть напеча- 
танной даже в том случае, если счетчики Гейгера — 
Мюллера и не совсем одинаковы. В течение очень боль- 
шого числа периодов, когда линия связи отпирается, 
записывающее устройство не выдаст на печать ни одной 
цифры, но это не причиняет особого вреда, поскольку 
устройство для отпирания и замыкания тока — элект- 
ронное (как лампы в радиоприемнике), а не механиче- 
ское (как в электрическом звонке). Электронные уст- 
ройства срабатывают с неуловимой быстротой. Следо- 
вательно, подобрав достаточно чувствительные счетчики 
Гейгера — Мюллера, можно добиться, чтобы в «рабо- 
чие» периоды печатающее устройство выдавало на 
печать, например, в среднем 1 цифру в секунду. 

Очень интересен вопрос о том, обязательно ли при- 
бегать к столь сложным способам для получения слу- 
чайной последовательности цифр. Нельзя ли обойтись 
без бросания монет и хитроумных устройств? Попробу- 
ем, например, построить такую последовательность, на- 
чав ее с чисел 2 иб и продолжив следующим образом: 


2, 5, 2{+5=7, 54+7=12, 7+1=8,... 


При вычислении каждой суммы следует помнить, от- 
куда она берется, и например, 12 рассматривать как на- 
писанные подряд единицу и двойку, и не одно двузнач- 
ное число «двенадцать». Продолжая последовательность, 
мы должны к предыдущей цифре прибавить единицу 
(7+1 = 8), а к полученной сумме — двойку (8 + 2 = 
= 10) ит. д. В результате мы получаем последователь- 
ность цифр 
2,5, 7, 1,2, 8, 3, 1,0, 1, 1, 4, 1, 1,2, 5, 5, 2, 3, 
7,1, 0,7, δ, 1.0.8, 1,7, 1,2,6,... |) 


Рецепт получения такой последовательности очень 
прост, и нам было бы весьма выгодно пользоваться им, 
а не вращающимися дисками, фотоаппаратами, элект- 
ронными лампами и другими сложными устройствами. 
Но, к сожалению, этого рецепта нельзя рекомендовать 
читателю. 

Выясним, каким требованиям должна удовлетворять 
последовательность, чтобы ее можно было назвать слу- 
чайной. Прежде всего, различные цифры 0, 1, 2, 3, 4, 5, 
6, 7, 8, 9 должны встречаться в последовательности 
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одинаково часто. Но этого еще не достаточно: мы хотим, 
чтобы все группы из двух цифр также встречались в 
нашей последовательности одинаково часто. Какие 
пары цифр встречаются в последовательности (3)? 
Перечислим их: 25, 57, 71, 12, 28, 83, 31, 10, 01, 11, 14, 
41, 11, 12,... А какие пары вообще возможны? Их всего 
сто: 00, 01, 02, 03, 04, 05, 06, 07, 08, 09, 10, 11, 12, 13,,..., 
20, 21,..., 98, 99. При нашем способе образования после- 
довательности (3) каждая встречающаяся в ней пара 
цифр (парой мы считаем только соседние цифры} снова 
порождает либо одно-, либо двузначное число. Нетруд- 
но составить таблицу сложения (так же, как обычно со- 
ставляют таблицу умножения) и выписать все возмож- 
ные суммы цифр от 0 до 9. Таких сумм 100, среди них 
45 двузначных и 55 однозначных. Следовательно, если 
слагаемые написать слева и сверху от квадратной рам- 
KH, то внутри нее окажется 90 - 55 = 145 цифр. Не- 
трудно подсчитать также, сколько среди них будет еди- 
ниц: 55. Следовательно, если все пары встречаются в 
последовательности (3) с одинаковой частотой, то среди 
их потомства в среднем должно быть 55 единиц на каж- 
дые 135 цифр, то есть почти 4 цифры из 10 будут едини- 
цами. Таким образом, если последовательность (3) 
удовлетворяет второму условию (согласно которому все 
пары цифр должны встречаться одинаково часто}, то 
она не удовлетворяет первому условию (согласно кото- 
рому каждая цифра, в том числе и единица, встречает- 
ся в среднем один раз на каждые 10 цифр). Ясно, что 
выбор других начальных цифр последовательности ни- 
чего не исправит. Вместо сложения можно было бы вос- 
пользоваться умножением, но и это не очень бы помогло. 
Можно даже рискнуть и высказать предположение, 
что такие способы никогда не позволят получить слу- 
чайную последовательность. Но чтобы это предположе- 
ние имело смысл, необходимо более подробно объ- 
яснить, что такое случайная последовательность. Говоря 
о случайной последовательности, мы имеем в виду 
такую последовательность, в которой встречаются все 
однозначные числа (цифры) (каждое — с частотой !/10), 
все двузначные числа (каждое —с частотой '/), все 
трехзначные числа (каждое —с частотой Ио) и Τ. A. 
Следовательно, если мы выпишем, например, 30000 
цифр такой последовательности и разобьем их на трой- 


`44 








Ὅ κα-- всего будет 19000 троек, —то среди них троика 
578 должна появиться около 10 раз. Может быть, KOMY- 
нибудь покажется, что для получения случайной после- 
довательности проще всего выписать подряд целые 
числа: 
12345678910111213141516171819202122232425 .... 

но этот способ в действительности нехорош. Дело в том, 
что В такой последовательности цифры изменяются 
очень медленно. Например, когда мы дойдем до 100, то 
у всех последующих чисел вплоть до 199 будет — что ни 
первая цифра, то единица. Лучше уж выписывать под- 
ряд степени двойки 1, 2, 4, 8, 16, 32 ит. д. 

124816326412825665 12102420484096 

8192163843276865536 131072262144 ..., 


хотя и в этом случае неизвестно, удастся ли получить 
указанным способом случайную последовательность. 
Проверка показала, что в этой последовательности мало 
нечетных чисел. 

Пусть читатель не думает, что автор рассказывает 
обо всем этом лишь для того, чтобы познакомить его с 
тем, что хорошо известно людям, занимающимся мате- 
матикой. Автор рассчитывает также и на то, что кому- 
либо из читателей удастся придумать хороший рецепт 
для получения случайных чисел, так как ученые сегодня 
таким рецептом не располагают. 

Для облегчения задачи упомянем еще об одном за- 
коне. | 

При исследовании ошибок астрономических наблю- 
дений обратили внимание на одну особенность положи- 
тельных и отрицательных ошибок, которую можно очень 
точно «перевести» на язык орла и решки. Если симмет- 
‚ричную монету бросать ` достаточно долго и отличать 
длину серий из одних лишь орлов и одних лишь решек, 
то средняя длина таких серий при большом числе бро- 
Г. стремится к 2. Поясним «закон двойки» на при- 


мере (1): 


(4) 
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Горизонтальными линиями здесь подчеркнуты серии, 
состоящие из одних лишь орлов и одних лишь решек. 
Оказывается, что всего их 52, а поскольку полное число 
бросаний равно 100, то средняя длина серий составляет 
100/52 = 1,92 бросаний. Таким образом, наш «опыт» 
вполне убедительно подтверждает «закон двойки». 

«Закон двойки» позволяет, например, исследовать, 
как распределяются особи мужского и женского пола в 
потомстве одной курицы — случайно, как орлы и решки 
при бросании монеты, или не случайно? Все яйца, сне- 
сенные курицей в течение года, можно было бы дать ей 
высидеть, затем отметить буквой О каждого вылупив- 
шегося петушка, а буквой Р — каждую курочку и вы- 
числить среднюю длину серий, состоящих из одних О и 
одних Р. Если средняя длина будет сильно отличаться 
от 2, то шансы теории случайного распределения пола 
упадут, если же средняя длина серии окажется близкой 
к 2, то они значительно возрастут, хотя считать теорию 
случайного распределения пола окончательно обосно- 
ванной было бы преждевременным. 

Когда нам встречается какая-нибудь трудная за- 
гадка и все хитроумные попытки решить ее провали- 
ваются одна за другой, полезно поразмыслить над тем, 
для чего и кому нужно решение этой задачи. Для чего 
людям нужны случайные последовательности? Напри- 
мер, выбирая из случайной последовательности (4) по 
очереди четверки цифр, можно составить таблицу слу- 
чайных чисел. Начинаться эта таблица будет так: 


1248 1632 6412 8256 512 
0242 0484 0968 1921 6384 
3276 8655 3613 1072 262 


(5) 


Продолжив нашу последовательность достаточно да- 
леко, мы получили бы таблицу (5), содержащую 10000 
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четырехзначных чисел. Заметим, между прочим, что в 
такой таблице встречаются не все числа от 0000 до 
9999: около 3680 чисел в ней вообще не было бы, зато 
некоторые другие числа попадались бы по многу раз. 
Но для чего, спросит читатель, нам такая таблица? 
Десять тысяч четырехзначных чисел — это целая ΚΗΗΣΚ- 
ка. Может быть, математики всерьез считают, что такие 
книжки нужно печатать, и рекомендуют их людям в ка- 
честве занимательного чтения? Может быть, выучивают 
наизусть и «с выражением» декламируют на своих тай- 
ных собраниях? Представь себе, читатель, что в этой 
шутке есть доля правды. Такие таблицы печатают, они 
могут даже иметь привычный книжный формат. Но 
нужны они не математикам, а людям практики: инже- 
нерам, техникам, работникам торговли. Рассмотрим 
один из примеров использования таблицы случайных 
чисел. 


ВЫБОРОЧНАЯ ОЦЕНКА ТОВАРОВ 


Польской торговой миссии за границей поручено за- 
купить партию залежавшихся на складах мелких метал- 
лических изделий: всякого рода болтов, гаек, гвоздей, 
ΚΡΙΟΚΟΒ, напильников и т. д. Владельцу невыгодно гру- 
зить их в вагоны, из вагонов — в трюмы судов, а затем 
сортировать, поэтому он готов дешево продать свой то- 
вар на месте по весу. Товар лежит на складе в ящиках 
с номерами от 0001 до 1587. В каждом ящике болты, 
гайки, гвозди и т. п. навалены в полном беспорядке. 
Владелец согласен на осмотр содержимого ящиков. Тор- 
говая миссия командирует своего инженера с заданием: 
оценить стоимость всей партии товара. Чтобы открыть 
все ящики, оценить каждый предмет и составить опись 
всей партии товара, понадобилось бы несколько меся- 
цев, что обошлось бы немногим меньше стоимости всех 
«железок». Что делает инженер? Он берет таблицу слу- 
чайных чисел (5) и, читая по порядку стоящие в ней 
числа, выписывает те из них, которые не превосходят 
1587: 1248, 0242, 0484, 0968, 1072,... и т. д. Всего 10 чи- 
сел. Затем инженер вскрывает ящики, номера которых 
совпадают с выписанными числами, и тщательно оце- 
нивает их содержимое, составляя его подробную опись. 
Предположим, например, что во вскрытых ящиках ока- 
залось 127 болтов стоимостью πο | злотому за каждый, 
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87 железных колец стоимостью πο 60 грошей штука 
ит. д., а всего товара общим весом 4723 KI —на 3215 
злотых. Отсюда инженер вычислил среднюю стоимость 
одного килограмма товара 3215 :4723 == 0,6807 злотых. 
Следовательно, один килограмм стоит около 68 грошей, 
и достаточно взвесить все ящики, чтобы получить при- 
мерную оценку стоимости всех «железок» и сравнить ее 
с ценой, которую хочет получить за них владелец. 

— Но зачем пользоваться случайными числами? — 
спросит кто-нибудь. — Разве не достаточно было бы 
оценить содержимое ящиков с номерами от | до 10? 

Нет, потому что владелец нумеровал ящики в том 
порядке, как их привозили на склад. Весьма вероятно, 
что ящики с номерами от | до 10 поступили с одной - 
базы или из одной мастерской и имеют примерно оди- 
наковую стоимость. Кроме того, можно предположить, 
что весь содержащийся в ящиках товар либо дешевле, 
либо дороже средней стоимости (какая из двух возмож- 
ностей соответствует действительности, зависит от более 
подробных сведений). 

Что же касается нашей оценки стоимости товара, по- 
лученной с помощью таблицы случайных чисел, то она 
будет вполне убедительной и для владельца ящиков, ко- 
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торый сам не смог оценить их общей стоимости, а это 
облегчит переговоры. 

Много вопросов можно было бы задать еще в связи 
с практическим использованием `случайных чисел, но мы 
ограничимся лишь двумя. 

1. Разумно ли использовать для практических целей 
таблицы случайных чисел, для составления которых 
необходимы либо дорогостоящие устройства, либо при- 
менение недостаточно обоснованных и ненадежных вы- 
числительных методов? Ведь даже точное устройство, 
печатая 10000 четырехзначных чисел, пропускает не- 
сколько цифр, причем иные цифры по несколько раз. Не 
лучше было бы каким-то образом систематически пере- 
ставлять числа от 0000 до 9999? 

2. Надежен ли описанный нами способ оценки «же- 
‘лезок»? Нельзя Ли определить хотя бы вероятность того, 
что, пользуясь им, мы не переплатим за товар, ну, ска- 
жем, 5000 злотых? 

О чем, собственно, идет речь в первом вопросе? Ра- 
зумеется, не о случайной последовательности, поскольку 
случайная последовательность не ограничена и, чтобы 
построить ее, необходимо иметь рецепт, позволяющий 
продолжать последовательность дальше, независимо от 
того, сколько чисел уже выписано. Мы же теперь огра- 
ничимся десятью тысячами чисел от 0000 до 1999, кото- 
рые необходимо разместить «с толком». Не подлежит 
сомнению, что для практических целей такое размеще- 
ние не только достаточно, но даже удобнее случайных 
чисел, поскольку могло бы оказаться, что в случайной 
последовательности сначала идут подряд несколько 
десятков чисел, которые начинаются с |: 


1897, 1557, 1994, 1452, 1106,..., 


а именно этого, как ясно из примера с «железками», 
хотелось бы избежать. 

Числа следует разместить так, чтобы мало отличаю- 
щиеся из них отстояли в таблице далеко друг от друга, 
а отличающиеся не слишком мало — были разделены 
средними расстояниями. Эта задача немного напоми- 
нает задачу о составлении графика отборочных сорев- 
`нований, проводимых по олимпийской системе. Устанав- 
ливая очередность встреч, необходимо следить за тем, 
чтобы два сильных участника не встречались между 
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Золотое деление единичного отрезка. 


собой в первом круге, поскольку один из них, будучи по- 
бежденным, не сможет войти в команду сильнейших. 

После долгих попыток все-таки удалось построить 
таблицу, обладающую нужными свойствами. Необхо- 
димо было придумать ей имя, и ее назвали железной 
таблицей. До этого случая в математике не было при- 
HATO давать «металлические» названия, если не считать 
одно-единственное исключение: в геометрии золотым 
называется такое деление отрезка, при котором весь 
отрезок во столько раз длиннее большей части, во 
сколько раз она длиннее меньшей части. На рисунке мы 
видим золотое деление: единичного отрезка. Буквой w 
обозначена большая часть, буквой т — меньшая. За- 
дачу об отыскании золотого отношения можно решить 
алгебраически. Отрезок требуется разделить так, что- 
бы 1: м =\&:т, а поскольку ит = 1, то l:w= 
= w:(l—w), или 

== |. wy, 


Это квадратное уравнение имеет два корня: 
(5-1 и 3(-У5— 1. 


Условию задачи удовлетворяет лишь первый корень 
(второй корень отрицательный). Таким образом, 


w= =! _ 061803308 -- 


Полученное значение W иррационально. Что это значит? 
А то, что ни одно из чисел 


w, 2, Зи, ..., 100%,..., 1000w, 4181, ..., 10000, ... 


не целое. Назовем выписанную нами последователь- 
ность чисел, кратных W, последовательностью золотых 
чисел. Каждое золотое число имеет целую и дробную 
часть. Например, у числа 10000 & целая часть равна 
618, а дробная — 0,03398. Число 4181 ὦ равно 2584. 
0001.... Его целая часть равна 2584, а дробная — 0,0001... 
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Ни одно золотое число не имеет дробной части, равной 
нулю, и никакие два золотых числа не имеют одинако- 
вых дробных частей. Если из последовательности золо- 
тых чисел мы выберем 10000 первых чисел (от w до 
10000 w), то, сравнив их дробные части, обнаружим, что 
наименьшая дробная часть у числа 4181 w, a наиболь- 
шая —у числа 6765 м. Все 19000 выбранных золотых 
чисел можно упорядочить так, что их дробные части 
будут возрастать. Если опустить всюду букву w, то по- 
лучится следующая таблица чисел: 


4181 8362 1597 5778 9959 
3194 7375 06190 4791 8972 


0987 5168 9349 2584 6765. 


Это и есть железная таблица. Она содержит все числа 
от 0001 до 10000 (последнее число фигурирует в таб- 
лице как 0000), причем каждое один и только один раз, 
и занимает 25 страниц среднего формата. В числе дру- 
гих железной таблицей пользуется и Главное статисти- 
ческое управление. Для примера вернемся к оценке 
ящиков. Предположим, что нам требуется выбрать 10 
из них. Открываем железную таблицу на тринадцатой 
странице и начинаем читать с любого места, например 
с четвертого числа в девятой строке сверху: 2478, 1491 
и т. д. При этом пропускаем все числа, которые меньше 
0375 и больше 3870, поскольку ящиков с такими номе- 
рами нет. В результате мы получаем 19 чисел: 


2478, 1491, 3088, 2101, 3698, 
1114, 2711, 1724, 3321, 0737. 


Изобразим их наглядно, отложив на прямой: 


0 
3* 51 








Верхние штрихи показывают положение выбран- 
ных номеров на числовой оси (число 100 соответствует 
примерно 2,3 ΜΜ). Так выглядит тот набор чисел, к ко-- 
торому стремился наш инженер. Вдохновленный успе- 
хом, он решил посмотреть, что произойдет, если владе- 
лец металлических изделий сочтет выборку слишком 
малой и потребует, чтобы к десяти вскрытым ящикам 
присоединили еще пять. На странице 13 железной таб- 
лицы читаем числа, идущие вслед за последним из 
выписанных нами чисел: 


2334, 1347, 2944, 1957, 3554. 


Этим номерам на нашем рисунке соответствуют нижние 
штрихи. Мы видим, что новые штрихи разделили длин- 
ные отрезки, отделяющие друг от друга старые штрихи: 
таблица словно сама знает, к чему мы стремимся... Та- 
кова таинственная сила золотых чисел. Тут: читатель 
спросит: 


— А что было бы, если бы вместо (У5 — 1)/2 MBI 


взяли, например, V2, то есть тоже иррациональное 
ЧИСЛО? 

Получилось бы неплохо, но все же не так хорошо, 
как с золотыми числами. Впрочем, если вернуться к 
золотому сечению и вместо W взять т, то таблица же- 
лезных чисел получится ничуть не хуже. По-видимому, 
ни одно другое число, отличное OT & и т, этой особен- 
ностью не обладает. И снова мы должны извиниться за 
то, что ставим_ задачи, которые не пытаемся не только 
решить, но даже объяснить. Мы поступаем так лишь по- 
тому, что нам не остается ничего другого: нам ничего 
больше не известно, мы довели тебя, читатель, до гра- 
ницы знакомой нам области и не знаем дороги дальше... 

На второй вопрос олветить легче. Надежность спо- 
соба оценки зависит от того, насколько различаются по 
стоимости ящики: значительно или незначительно. Если 
различие в их стоимости велико, то выборочная оценка 
не слишком надежна, если различие мало, то она гораз- 
до надежнее. Вскрыв 10 ящиков и исследовав их содер- 
жимое, инженер узнал, значительно ли они отличаются 
друг от друга по стоимости. Если различие велико, то 
инженеру следует вскрыть еще 10 ящиков. Но тут снова 
возникает вопрос: какие числа считать резко отличными 
И какие — незначительно? Оценить, резко ли отличают- 


59 








ся по росгу учеливки В классе, можно, сравнив самого 
высокого ученика с самым маленьким, но такой способ 
нехорош. Если в’классе 48 учеников ростом 160 см и, 
кроме того, один ученик ростом [30 и один ростом 180 см, 
то по этому способу мы получили бы разницу в росте 
учеников 50 см. Если же самый высокий и самый ма- 
ленький ученики перейдут в другую школу, то разница 
в росте упадет до нуля. Оценка роста ненадежна по- 
тому, что отсутствие двух учеников из пятидесяти резко 
изменяет ее. Следовательно, необходимо найти другие 
способы. Ими мы сейчас И займемся. 


РАЗБРОС ЧИСЕЛ 


Каждый знает, что такое среднее двух чисел. Напри- 
мер, среднее | Η равно 3, поскольку | + 5=6, 6:2=3. 
Среднее чисел 2 и 4 также равно 3, и среднее чи- 
сел Зи 3, как сразу видно, равно 3. Возводить числа 
в квадрат мы тоже умеем. Например, 12=1, 22=4, 
32—=9 и т. д. Теперь будем выполнять оба действия — 
взятие среднего и возведение в квадрат — по очереди, 
одно за другим, но как? Сначала иаходить среднее двух 
чисел и потом возводить его в квадрат или сначала воз- 
вести кажлое число в квадрат и лишь потом взять сред- 
нее полученных квадратов? Ведь это не одно и то же, 
как не все равно, всыпать ли сначала чай в воду и 
затем довести ее до кипения или сначала вскипятить 
воду и лишь потом всыпать в кипяток чай. Впрочем, 
попробуем! Среднее чисел | и 5 равно 3, число 3 в 
квадрате равно 9. А теперь сначала возведем числа | 
и 5 в квадраты (оплучим 12 ==1, 5? = 25), а затем вы- 
числим среднее квадратов | Ἡ 25 (оно равно 76/,— 43). 
Итак, второй способ дал большее числс, чем первый 
(13>>9). Всегда ли так должно получиться? Возьмем 
числа 2 и 4. Их среднее снова равно 3, а его квадрат 
снова равен 9. Второй способ дает 22=4, 42=16, 4-- 
--16=20, 20:2=—=19. И снова второй способ привел 
к большему числу, чем первый, хотя разность между 
полученными числами на этот раз оказалась меньше, 
чем в первом случае. Попробуем еще раз (может быть, 
третья попытка приведет к иному результату): среднее 
чисел Зи 3 равно 3, 32=9. Если же сначала возвести 
в квадрат, а потом вычислить среднее, то получится 
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9-Ξ-- 9, 9°=9, 9+9=—18, 15: 2-- 9. На этот раз мы вместо 
неравенства пришли к равенству: оба способа привели 
к одному и тому же результату — числу 9. Читателю 
может показаться, что совпадение результатов произо- 
шло из-за равенства исходных чисел. Это действи- 
тельно так. 

Можно сформулировать правило: если рзять два раз- 
личных числа, то первый способ всегда приводит к мень- 
шему результату, чем второй; если же взять два оди- 
наковых числа, то оба способа приводят к одному и 
тому же результату. В качестве исходных можно выби- 
рать любые числа — правило всегда: остается в силе. 
Впрочем, это нетрудно доказать. Обозначим исходные 
числа а и 65. Требуется доказать, что при а 5-6 





a+b\ a? +. 3 

(“3 <, (T) 
а при a=) 

α-- δὴ: _ a+B 

а (i) 


Начнем с более легкого случая —с доказательства 
равенства (II). При а = в его левой части стоит число 
[1/2(а- а)? = а?, а в правой — число (а? - а?) = 
i/,.2a2 = а?. Следовательно, слева и справа стоят одн- 
наковые числа. 

Докажем теперь неравенство (Г). Обозначим через 
L выражение, стоящее в его левой части, и через Р — 
в правой: 





ο... ps а? +. 5? 


Поскольку на этот раз а==6, то разность а—В 
отлична от нуля и ее половина 1/2 (а—6) также отлична 
от нуля (хотя неизвестно, положительна она или отри- 
цательна). Квадрат числа, отличного от нуля, всегда 
положителен (например, 3 =9, (—3)? =9 ит. д.). 
Следовательно, квадрат числа > (a—b) положителен. 
Обозначим его D: 


р=(“=^}, р>0. 
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Вычислим теперь сумму L£-+ D: 

_ ({a+6\ a—b\? _ (a+ в) (а-— 5)? _ 
a aa το 4 = 
__ а? - 2αὐ -+ δὲ + αἳ — Δαῦ --- 5? _ 242-425? _ 2+6? _ 
Е. =——_— 


у ο ανν ca 


Итак, L+D=P. Это равенство означает, что к L 
нужно прибавить положительное число О, чтобы оно 
стало равным Р. Следовательно, Р больше L: выраже- 
ние в правой части неравенства (Г) больше выраження, 
стоящего в левой части того же неравенства. Мы даже 
знаем, на сколько больше: на |! (а —6)]:. Таким обра- 
зом, второй способ приводит к большему числу, чем 
первый, причем результаты. отличаются один от другого 
тем значительнее, чем больше разность исходных чисел. 

Испробуем теперь оба способа на трех числах, на- 
пример на числах 1, 2, 3. Их среднее равно 2 (по- 
скольку { -- 2-3 =6, 6:3 =: 2), квадрат среднего ра- 





Среднее 


"POY кбаб?атов 
ή 











вен 4. Второй способ дает 12-1, 22--4, 3=9, 
1 +4- 9 == 14, 14:3 = 4211. Мы видим, что второй 
способ и на этот раз дал больший (на 2/3) результат, 
чем первый. Если бы мы взяли одинаковые числа, на- 
пример 2, 2, 2, то оба способа привели бы к одному 
и тому же результату. Невольно напрашивается мысль, 
что для трех чисел справедливо такое же правило, как 
и для двух: 
atb+te\? , a+ 52 с? 
а 


если не все три числа одинаковые, | 
И 


и 8 αἳ + 6? + ¢? 
3 } = 8 : 


если а = в = с. - 

Доказать это можно так же, как и в случае двух 
чисел. Пусть читатель сам решит, поверить ли нам на 
слово или самостоятельно доказать правило. Впрочем, 
мы ждем от читателя большего: он должен поверить, 
что наше правило справедливо для четырех, пяти, шести 
H Т. A. чисел так же, как оно справедливо для двух 
и для трех. Короче говоря, сколько бы чисел мы ни 
взяли, квадрат среднего всегда будет меньше среднего 
квадратов либо (если исходные числа равны) равен 
среднему квадратов. То же правило можно сформули- 
ровать и по-другому: разность между средним квадра- 
тов и квадратом среднего всегда неотрицательна. 

Из рассмотренных примеров ясно, что эта разность, 
или отклонение среднего квадратов от квадрата сред- 
него, тем больше, чем сильнее отличаются друг от 
друга исходные числа. Возьмем, например, 10 чисел: 
0, 4, 0, 4, 0, 4, 0, 4, 0, 4. Их среднее равно 2, а его 
квадрат 4. Квадраты чисел соответственно равны 0, 16, 
0, 16, 0, 16, 0, 16, 0, 16, а среднее квадратов равно 8. 
Отклонение квадрата среднего от среднего квадратов 
равно 4 (8—4 =4). А теперь выберем в качестве 
исходных числа | 3, 1, 3, 1, 3, 1, 3, 1, 3. Их среднее 
равно 2, его квадрат —4. Возведем числа в квадрат: 
|, 9, 1, 9, 1, 9, 1, 9, 1, 9. Среднее квадратов равно 5. 
Отклонение составляет 1. Итак, для чисел 0, 4, 0, 4, ... 
разность между средним квадратов и квадратом сред- 
него равна 4, а для чисел 1, 3, 1, 3,..— лишь |, 
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ОТКЛОПЕНПИЕ СРЕДНЕГО КВАДРАТОВ ОТ КВАДРАТА 
СРЕДНЕГО, ИЛИ ДИСПЕРСИЯ 


Возникает мысль: а можно ли оценивать разброс 
чисел по отклонению среднего квадратов от квадрата 
среднего? Такое отклонение называется дисперсией. 
Числа 0, 4, 0, 4,... обладают большей дисперсией, чем 
числа |, 3, 1, 3,..., хотя и у тех, и у других средние оди- 
наковы (оба средних равны 2). | 

Однако возвратимся на склад металлических изде- 
лий и попытаемся определить, насколько однородно со- 
держимое ящиков. На практике также часто прихо- 
дится отвечать на подобные вопросы, уметь оценивать 
однородность различных процессов, например, опреде- 
лить, какой из двух автоматов, выпускающих проволоку, 
дает более однородную продукцию. Даже если на глаз 
видно, какому из автоматов следует отдать предпочте- 
ние, мы все равно хотели бы знать, насколько проволока, 
выпускаемая автоматом A, однородней проволоки, вы- 
пускаемой автоматом В. Мы хотели бы каким-то обра- 
зом измерить однородность продукции, производимой 
автоматом А, чтобы год спустя снова измерить ее и 
сравнить с существующей ныне. Наше правило под- 
сказывает нам, как это сделать. Возьмем метр прово- 
ΠΟΚΗ, выпущенной автоматом А, и разрежем его на части 
длиной в | дм каждая. Взвесив отрезки проволоки на 
точных весах, получим 10 чисел (вес каждого отрезка 
в дециграммах), например таких: 


22, 21, 20, 23, 20, 21, 19, 20, 24, 24. (6) 








Теперь вычислим дисперсию, HO не так, как делали 
это раньше, чтобы не возводить в квадрат двузначные 
числа. Наша задача существенно упростится, если 
учесть, что неоднородность зависит лишь от неравных 
между собой чисел и не изменится, если из всех чисел 
вычесть одно и то же число, например 19. Пользуясь 
этими соображениями, мы можем вместо чисел (6) 
рассмотреть числа 


3, 2, 1, 4, 1,2, 0, 1, 5, 5. (7) 


Их средиее равно 24: 10 = 2,4. Возведем числа в 


квадрат 
9,4, !, 16, 1, 4, 0, 1, 25, 25. (8) 


Η вычислим среднее квадратов 86: 10 = 8,6. Итак, дис- 
персия, или отклонение среднего квадрата OT квадрата 
среднего, составляет 8,6 — (2,4)? == 2,84. Это число мы 
п примем за меру неодноролиости продукции ‘автома- 
та A. Заметим, что мы попутно вычислили средний Bec 
1 дм проволоки, поскольку среднее чисел (7) равно 7,4, 
а среднее чисел (6) на 19 больше, то есть равно 21,4. 
Следовательно, | дм проволоки, выпускаемой автома- 
том А, весит в среднем 21,4 ar, или 2,14 г. Еще один 
вопрос беспокопт нас. Когда мы измеряли вес прово- 
локи в дециграммах, средний вес был равен 21,4 дг. 
Когда же мы перешли к граммам, то средний вес стал 
равным 2,14 г. Ири измерении в дециграммах диспер- 
сия была равна 2,84. Чему равна дисперсия при изме- 
рении веса в граммах? На этот вопрос ответить легко: 
при переходе к граммам дисперсия уменьшится в 
100 раз, посхольку при замене дециграммов граммами 
все числа уменыпатся в 10 раз, а их квадраты — 
в 100 раз (например, квадрат числа 3 равен 9, a квад- 
рат числа 0,3 равен 0,09, то есть в 100 раз меньше 9). 
Итак, при измерении веса в граммах дисперсия будет 
равна 2,84: 100 == 0,0284. Отсюда возникает такая He- 
приятность. Предположим, что один инженер измерил 
вес отрезков проволоки в дециграммах и написал: 
«Один дециметр проволоки, выпущенной автоматом A, 
весит в среднем 21,4 дг с неоднородностью 2,8». Другой 
инженер измерил вес проволоки в граммах и написал: 
«Один дециметр проволоки, выпускаемой автоматом A, 
весит в среднем 2,14 г с неоднородностью 0,028». 
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О том, что один инженер выражает средний вес в 
дециграммах, а другой —- в граммах, можно He беспо- 
коиться: оба веса сходятся. С неоднородностью ΠΡΟΒΟ- 
локи дело обстоит хуже. Первый инженер сообщает: 
«Автомат А выпускает плохую проволоку. Разделенная 
на дециметровые отрезки, проволока имеет почти 13% 
неоднородности». И действительно, число 9,8 составляет 
более 13% от 21,4. Второй инженер возражает: «Ничего 
подобного! Уровень неоднородности не достигает даже 
1,5%». И он также прав: 1,5% от 2,14 составляют около 
9,032, а неоднородность, по измерениям второго инже- 
нера, оценивается лишь числом 0,028. «Следовательно, — 
заключает второй инженер, — проволока хорошая». 

За разрешением спора инженеры обратились к Ma- 
тематику. Тот попросил показать выкладки и объяснил, 
что разногласия возникли из-за того, что при оценке 
неоднородности проволоки числа приходится возводить 
в квадрат, а при вычислении среднего веса ничего воз- 
водить в квадрат не требуется. Чем же помочь горю? 
А вот чем: принять за меру неоднородности не диспер- 
сию, а квадратный корень из нее! Инженеры решилн 
испытать совет на деле. Квадратный корень из числа 
2,8 равен 1,68..., а квадратный корень из числа 0,028 ра- 
вен 0,168... Теперь уже оба инженера согласились, что 
неоднородность проволоки составляет 7,8%: число 1,68 
составляет 7,8% от 21,4, а число 0,168 —7,8% от 2,14. 
Первый инженер записал результат своих измерений 
так: «Один дециметр проволоки, выпускаемой автома- 
том A, весит (21,4 - 1,68) ar; коэффициент неоднород- 
ности равен 7,8%», а второй: «Один дециметр прово- 
локи, выпускаемой автоматом А, весит (2,14 - 0,168) г; 
коэффициент неоднородности равен 7,8%». Оба инже- 
нера согласились, что автомат А выпускает неплохую 
проволоку: неоднородность составляет 7,8%. 

Квадратному корню из дисперсии необходимо дать 
свое название. Назовем его средней квадратичной ouud- 
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кой. Средняя квадратичная ошибка в весе дециметро- 
вых отрезков проволоки составляет примерно 0,17 г 
(более точно: 0,168 г). 

Что дает вычисление средней квадратичной ошибки? 
Предположим, что проволоку заказало предприятие, 
выпускающее какой-то другой товар, который упаковы- 
вают в мешки, а специальный автомат разрезает прово- 
локу на отрезки длиной 10 см, связывает ими горло- 
вины мешков и навешивает пломбу. Если проволока 
слишком тонкая, автомат ее рвет, если слишком тол- 
стая, — останавливается. Однако автомат можно было 
бы отрегулировать в определенных границах, соответ- 
ствующих средней толщине поставляемой предприятию 
проволоки, но наладить автомат, если проволока неод- 
нородна, просто невозможно. Поэтому-то предприятие, 
заказавшее проволоку, и оговорило специальное усло- 
вие: неоднородность проволоки не должна превышать 
8%. Проволока, выпускаемая автоматом A, уклады- 
вается в допустимые пределы, хотя и приближается 
к опасной черте. Руководству предприятия следует не 
упускать из виду, что при малейшем ухудшении работы 
автомата заказчики забракуют выпускаемую им про- 
дукцию как не соответствующую техническим усло- 
ВИЯМ. 


КОНТРОЛЬ ЗА КАЧЕСТВОМ 


Каким образом предприятию, выпускающему прово- 
локу, воспользоваться нашим советом: «Не упускать из 
виду!»? Контролировать ‘качество собственной продук- 
ции, то есть через определенный промежуток времени, 
например каждые три дня, вычислять коэффициент не- 
однородности проволоки? Для этого, разумеется, сов- 
сем не обязательно каждые Три дня повторять все 
вычисления. Следует лишь вырезать из мотка прово- 
локи, выпущенной автоматом А в дни контроля, отре- 
зок длиной | ми взвесить его. Предположим, что метр 
проволоки весит 2,5 г. Следовательно, средний вес од- 
ного дециметра равен 2,5 г. Допустимая неоднородность 
составляет 8%, то есть 0,2 г. Разделим проволоку на 
дециметровые отрезки и взвесим их. При этом мы бу- 
ΠΕΜ записывать результат взвешивания не всех 10 отрез- 
ков, а Лишь тех, которые выходят за границы интер- 
вала 2,5 - 0,2, то есть меньше 2,3 или больше 27 г. 
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Предположим, что таких отрезков 4. Что можно сказать 
о проволоке: стала ли она более или, наоборот, менее 
однородной, чем прежде? Раньше средний вес отрезка 
составлял 2,14 г. Восемь процентов от 2,14 равны 0,17, 
поэтому прежде допустимыми границами веса были 
2,14 + 0,17, то есть 19,7 и 23,1 ar. Взгляпув на числа (6), 
мы увидим, что за допустимые пределы вышли три из 
них. Теперь же за пределами 8%-ного отклонепия ока- 
зались 4 отрезка. Поскольку проволока и раньше едва 
удовлетворяла техническим условиям, то необходимо 
признать, что ее однородность перестала удовлетворять 
предъявляемым требованиям. Следовательно, автома- 
ту А необходим ремонт. 

Понятие дисперсии позволяет оценивать однород- 
ность не только проволоки и всякого рода промышлен- 
ных изделий. Пользуясь им, можно исследовать, напри- 
мер, ритмичность работы трамваев. На линию АВ трам- 
ваи выходят по расписанию каждые 8 мин из А в В 
и каждые 8 мин в обратном направлении — из В в А. 
Контролер отмечает время прибытия трамваев на ко- 
нечные станции и делит ‘весь рабочий день вагоново- 
жатого на равные промежутки, которые — по расписа- 
нию — должны быть одинаковыми (каждый по 8 мин). 
Вычислим дисперсию и так же, как мы делали с весом 
проволоки, найдем коэффициент неоднородности. Ока- 
зывается, что коэффициент неоднородности изменяется 
от одного вагоновожатого к другому. Премию следует 
присудить тому из них, у кого коэффициент неоднород- 
ности наименышций. 


СРЕДНЯЯ КВАДРАТИЧНАЯ ОШИБКА 


В XIX веке понятия дисперсии и тесно связанной 
с ней средней квадратичной ошибки не были известны 
и ими практически не пользовались. Но уже тогда было 
известно другое, не менее важное понятие, а именно 
оценка надежности измерения. Представим себе, что 
числа (6) означают не вес 10 отрезков проволоки, 
а результаты 10 взвешиваний одного и того же отрезка 
проволоки на одних и тех же весах. «Как это может 
быть?» — спросит читатель. Что это за весы, которые 
при взвешивании одного и того же груза показывают 
различный вес? Обычные магазинные весы, предназ- 
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наченные для точного взвешивания десятков граммов, 
позволяют взвешивать граммы, но различить десятые 
доли грамма на шкале, по которой перемещается πο: 
движная стрелка, уже трудно. Как оценить надежность 
отдельного взвешивания отрезка проволоки на таких 
весах? Воспользуемся для этого понятием средней квад- 
ратичной ошибки. Необходимые выкладки мы уже про- 
делали, хотя и для другой цели: средняя квадратичная 
ошибка отдельного результата равна 0,249 г, то есть 
немного меньше четверти грамма. Для чего требуется 
вычислять среднюю квадратичную ошибку? Здесь пре- 
следуются две цели. Они станут понятны на двух прни- 
мерах. Во-первых, если известно, что средняя квадра- 
тичная ошибка в определении веса составляет четверть 
грамма, то мы откажемся пользоваться такими весами 
в аптеке, но не станем возражать, если на этих весах 
нам предложат взвесить чай или кофе. Во-вторых, 
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имеется специальная Палата мер и весов, которая кон- 
тролирует точность весов и ставит специальный знак, 
свидетельствующий об их исправности. Сотрудник этой 
палаты, проверяя весы, вычисляет допускаемую ими 
среднюю квадратичную ошибку. Ошибка не может вы- 
ходить за поеделы, указанные в инструкции. Для апте- 
карских весов такие пределы средней квадратичной 
ошибки одни, для магазинных весов — другие, для ве- 
сов, предназначенных для взвешивания угля, — третьи. 


КАПЛИ ДОЖДЯ 


Понятие дисперсии имеет и другие, не менее инте- 
ресные приложения, Представим себе пешеходную до- 
рожку, выложенную квадратными плитами. Мимолет- 
ный дождь оставил на каждой плите капли — их можно 
сосчитать. Перед нашим домом лежит 50 плиток. Если 
бы мы действительно сосчитали капли на каждой плите, 
то получили бы 50 чисел, по которым оценили бы не- 
равномерность дожля. В этом случае мы могли бы 
воспользоваться способом, к которому прибегли инже- 
неры с проволочной фабрики. Тогда мы его раскрити- 
ковали, а потому вполне оправданы опасения, что ре- 
зультаты окажутся противоречащими друг другу: ведь 
теперь нет ни граммов, ни дециграммов, а только капли 
дождя и считать их можно одним-единственным спо- 
собом. 

Итак, вычислим дисперсию и сравним ее со средним 
числом капель на плите (так действовали инженеры, 
когда неправильно вычисляли процент неоднородности 
проволоки}. Выражение будет иметь следующий вид: 


ο дисперсия 
L (коэффициент неоднородности) στα = 
-- среднее квадратов — квадрат среднего 
среднее, " 
откуда 
p= среднее квадратов __ среднее. (9) 
среднее 


Итак, выражение для коэффициента неоднородности 
получено. Что дает это выражение в том случае, когда 
число капель на каждой плите будет одинаковым, на- 
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пример равным 5? Квадрат числа капель на каждой 
плите равен 25, среднее квадратов — 25, среднее число 
капель —5. Подставив числовые значения, получаем 


= —5= 5—5==0. 


Коэффициент неоднородности равен нулю, что, 
впрочем, соответствует действительности, поскольку. 
капли распределились по плитам’ равномерно. Посмот- 
рим, что получится, если все капли дождя упадут на 
одну плитку. Пусть капель будет 6, а плиток №. На 
одну плитку попало g капель, на все остальные — 0 ка- 
пель. Квадраты числа капель равны соответственно $2, 
0, 0,..., 0. Среднее квадратов равно g?/N, среднее 
число капель — g/N. Подставляя их в выражение (9), 
находим 


авт). 00 


Если в этом выражении положить N = 1, то получим 
Г = 0. Выражение (10) говорит: если есть лишь одна 
плита, то распределение капель равномерно. Что это 
значит? А το, что наш способ не позволяет оценивать 
неравномерность распределения капель дождя, если вся 
дорожка состоит из одной плиты. Об этом можно было 
бы догадаться и без вычислений. 

Если число Ν очень велико, то 1/N — очень малая 
дробь, а 1—1/N — число, близкое к 1. В выражении (10) 
© умножается на (| — Ι/Ν), то есть на число, близкое 
к единице, следовательно, произведение мало отличает- 
ся от 6. Например, при g =19 и М = 100. | 

[. = 10(1 — 0,01) = 10 .0,99 = 9,9. 

Тут уже неравномерность распределения капель 
дождя заметна, и неудивительно: плиток было 100, 
упало всего 10 капель дождя, причем все на одну плиту. 


Выражение (10) выразительно подчеркнуло эту нерав- 
номерность. Спросим теперь, что произойдет, если капли 
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Будь нас столько, сколько веснушек, каждому досталось бы Πο 
одной? 


(пусть их по-прежнему будет g) останутся там, где они 
упали, а мы будем изменять размеры плит. Начнем с 
одной большой плиты. Мы уже знаем, что в этом слу- 
чае [. =0. Теперь будем уменьшать плиты. Их будет 
становиться. все больше и больше, и наступит такой мо- 
мент, что размер плиты окажется меньше расстояния 
между двумя ближайшими каплями. Очевидно, что 
тогда ни на одной плитке число капель не будет пре- 
вышать |. Следовательно, на g плитках будет по | кап- 
ле, а остальные Ν — g плиток останутся сухими. Числа, 
показывающие, сколько капель на отдельных плитках, 
будут такими: 


ο, ο ον. 2 
=? (11) 


-- 


g раз № — 5 раз 


Квадраты чисел (11) совпадают с самими числами, 
поскольку 12 = 1, 0? = 0. Следовательно, среднее квад- 
ратов равно сумме чисел (11), деленной на N, то есть 
g/N. Среднее чисел (11) также равно g/N. Подставляя 
его в выражение (9), получаем 


__ ΕΙΝ a Е 
L==-—==1 м. (12) 














ясно, что теперь число плиток ΑΝ очень велико, Πο; 
скольку сами плитки очень малы. Впрочем, число М 
можно увеличить еще больше, а число капель & оста- 
вить без изменения (правильность рассуждений при 
этом нигде не нарушится}. Тогда дробь g/N станет 
близкой к нулю, а величина Ё — близкой к единице. 


ПОЛЬСКИЕ ГОРОДА 


Попробуем разобраться в том, что мы узнали до сих 
пор. Величина Ё, вычисленная для большой плиты, рав- 
на нулю, а когда плитки становятся маленькими, стре- 
мится к единице. Попутно может оказаться, что вели- 
чина L превышает единицу. Это означает, что все капли 
попали на одну плиту или на небольшое число плит. | 

Поясним случай L > 1 на примере, но не капель 
дождя, а польских городов. Рассмотрим на: карте пря- 
моугольную область, заключенную между 16 и 24° гео- 
графической широты и 50 и 54° географической долготы. 
Меридианы и параллели, проведенные через каждый 
градус, делят область на 32 прямоугольника. Впутри 
большого прямоугольника лежат 13 больших городов 
(каждый с населением свыше 100000 человек). Вос- 
пользуемся сначала очень грубой сеткой: разделим всю 
область 52-й параллелью на северную и южную части, 


17 1 19.20 24 22 23 2 


| м 


Размещение польских городов с численностью населения более 
100 000 человек. 
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К северу от 52-параллели расположено ὃ города, к 
югу — 10 городов. Среднее число городов, приходящих- 
ся на половину области, равно 6,5, среднее квадратов 
числа городов (100+ 9) :2 == 54,5. Подставляя это зна- 
чение в выражение (9), находим 

=F? — 6,5 = 8,4—6,5 = 1,9, 

Мы видим, что неравномерность в размещении поль- 
ских городов проявляется весьма отчетливо: на юге их 
больше, чем па севере, что, впрочем, известно и так. 

Разделим теперь область на четыре части, проведя, 
кроме 52-й параллели, еще и 20-й меридиан. В северо- 
западной части окажутся 2 города, в северо-восточ- 
ной — |, в юго-восточной также | и в юго-западной — 9. 
Возведя эти числа в квадрат, получим 4, I, 1, 81. Сред- 
нее квадратов равно 87 : 4 = 21,75. Среднее числа горо- 
дов в четвертушке области равно 13/, = 3,25. Подстав- 
ляем средние в выражение (9): 


L ==? — 3,25 =6,67 — 3,25 = 3,42. 

Мы видим, что величина L возросла: это начало ска- 
зываться скопление городов в юго-западной части об- 
ласти. 

Разделим каждую четвертушку на две равные части 
меридианами. Число прямоугольных клеток возрастет 
до 8, а число городов в них станет равным соответ- 
ственно 1, 1, 1, 0, 1, 8, 0, 1. Сумма квадратов этих чисел 
равна 1+1 -1-+О-1- 64 + 0-1 = 69, а среднее 
квадратов равно 69:8 = 8,625. Среднее самих чисел 
равно 13:8 == 1,625. Подставляя эти значения в выра- 
жение (9), находим 

L = ος — 1,625 = 5,341 — 1,625 = 3,72 

Мы видим, что неравномерность в размещении горо- 
дов возросла еще больше. На этот раз неравномерность 
вызвана Верхнесилезским бассейном, Краковом, Чен- 
стоховом и Лодзью. 

Разделим теперь полученные ранее прямоугольни- 
ки пополам меридианами. Большой прямоугольник 
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0,8125. 





1. 





окажется разделенным на 16 частей, Города распреде“ 
лятся так: 


Сумма квадратов этих чисел равна 56, среднее квад- 
ратов — 3,5, среднее число городов в одной клетке — 


_ 35 
— 5,8155 


0 I 0 O 
1 0 1 0 
1 1 0 0 
0 7 ο 0. 


— 0,8125 = 4,32 — 0,81 = 3,52. 
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Неравномерность заметно начинает уменьшаться. 
К этому мы еще вернемся, а пока вычислим L для об- 
ласти, которая разделена меридианами и параллелями, 
проведенными через каждый градус широты и долготы, 
на 32 части. Города распределятся по прямоугольникам 
так: 


00100000 
100 0 1 0 0 0 
010 1 00 1 0 
003 4 0 0 0 0 


Сумма квадратов этих чисел равна 31, среднее квад- 
ратов — 0,92, среднее чисел 0,406. 


L = ing — 0,406 = 2,266 — 0,406 = 1,86. 

Мы видим, что неравномерность в размещении горо- 
дов быстро убывает, но не будем прослеживать ее ход 
дальше, поскольку заранее известно, чем все кончится: 
величина L станет меньше единицы, а затем начнет мед- 
ленно возрастать, стремясь, как учит нас выражение 
(12), к единице, но так никогда ее и не достигая. 

Как можно кратко сформулировать итог наших на- 
блюдений? Одной фразой: наибольшее значение L (рав- 
ное 3,72} мы получим, разделив всю область на 8 частей 
так, чтобы Верхнесилезский бассейн с Краковом, Чен- 
стоховом и Лодзью попали в один прямоугольник. При 
этом ᾖ, достигает значения 3,72. Предыдущее значение 
Г было меньше, поскольку при делении области на 4 
части в одном прямоугольнике оказываются города, не 
образующие естественных скоплений. Следующие значе- 
ния L также меньше 3,72, поскольку при дальнейшем 





2 4 8 6 92 64 128 Ν 


Характеристика размещения польских городов с численностью насе- 
ления более 100 000 человек (за исключением портовых), 
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делении области города, образующие естественные скоп- 
ления, оказываются в различных клетках (см. рисунок 
на стр. 66). 

То, о чем мы говорим, изображено на рисунке, по- 
мещенном на стр. 69. По горизонтальной оси отложены 
равные отрезки, концы которых обозначены числами 
М: 1, 2, 4, 8, 16,.... Из каждой отмеченной точки вос- 
ставим перпендикуляр и на нем отложим вверх вели- 
чину L (например, в сантиметрах). Верхние концы OT- 
ложенных отрезков соединим плавной кривой. 

На полученном графике ясно видно, что при разбие- 
нии области на 8 частей неравномерность в размещении 
городов проявляется особенно сильно. Причина нерав- 
номерности — скопления городов, а на карте интересую- 
шей нас области есть лишь одно скопление. Его обра- 
зуют города Верхнесилезского бассейна и Лодзинского 
фабричного центра. Следует иметь в виду, что произве- 
денные нами расчеты носят ориентировочный характер: 
для упрощения, чтобы придать рассматриваемой области 
прямоугольную форму, мы исключаем район побережья 
Балтийского моря, потеряв при этом три больших 
города (Гданьск, Гдыню и Щецин). 

Мы можем ответить на вопрос, как размещены 
города во всей Польше: разбросаны ли они или обра- 
зуют скопления? С учетом портов число крупных горо- 
дов станет равным 16. Разделив территорию Польши 
на 16 прямоугольников и вычислив L, мы обнаружим, 
что [< 1. Это означает, что большие города как бы 
«притягивают» друг друга. Разумеется, нетрудно по- 
нять, что в действительности не города притягивают 
друг друга, а море и уголь притягивают к себе города. 
Мы не будем останавливаться здесь больше на том, ка- 
кой смысл имеют произведенные нами выкладки. Ска- 
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жем лишь, что при случаином размещении точек L по- 
лучает значения, близкие к 1, если всю область разде- 
лить на число частей, равное числу точек. Такие задачи 
представляют большой интерес: ^точками могут быть, 
например, бактерии, а областью — стеклышко с препа- 
ратом. Читатель сумеет найти и другие примеры того, 
как полученные нами знания применяются на практике. 


ДЕРЕВУШКА В ГОРАХ 


Представим себе, что кто-то прислал нам письмо с 
‘изображенным здесь графиком. Он относится к. горной 
местности площадью 36 км?. Желая оценить размеще- 
ние деревенских домов по способу, которым мы ранее 
оценили размещение больших городов, карту этой мест- 
ности разделили последовательно Ha 1, 4, 9, 16, 25, 36, 
49 прямоугольных частей. То, что масштабы по осям 
теперь стали иными, нам ничуть не мешает. Автор 
письма сообщает, что, желая убедиться в правильности 
нашего метода, он ждет от нас сообщений о том, как 
размещены дома в некой деревушке в горах. К счастью, в 
своем письме он не забыл указать площадь участка, за- 
нятого деревней, — 36 км? и число домов в ней — 63. Без 
этих сведений у нас ничего не получилось бы, На графи- 
ке бросается в глаза пик L, равный почти 60 единицам, 
при N == 25. Следовательно, при разбиении картины на 
25 прямоугольников наблюдается четко выраженное 


я 
49 


f 4 9 16 οὐ 96 49 04 М 


Характеристика размещения 63 домов в горной местности площадью 
36 км?. 
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скопление домов. Площадь одного прямоугольника 
при таком разбиении составляет 36:25 = 1,44 км?. 
Ясно, что собственно деревня с относительно тесной за- 
стройкой занимает площадь около 1,44 км?. Если бы 
деревня состояла из нескольких таких скоплений домов, 
то при дальнейшем разбиении карты на части на гра- 
фике появились бы новые пики, однако справа от 
Ν = 25 их нет. Зато есть пик слева, при N = 9, отде- 
ленный от главного пика впадиной. Площадь прямо- 
угольника, соответствующего побочному пику, составляет 
36:9 =4 км?. Следовательно, при разбиении местности 
на прямоугольные участки площадью 4 км? вырисовы- 
вается еще одно скопление домов. Отсюда следуег, 
что в деревне, помимо главного центра, имеются мень- 
шие скопления домов, скорее всего, группки из двух до- 
мов. Оба пика на графике довольно высокие. Когда мы 
изучали размещение польских городов, то’ наибольшее 
значение Г, было равно 3,72, теперь же меньший из пи- 
ков достигает почти 20. Этот пик соответствует разбие- 
нию местности на 9 частей. Поскольку всего домов 63, 
то на одну часть приходится в среднем по 7 домов. До- 
стичь 2 = 20 можно лишь в том случае, если либо 
подавляющее большинство клеток пусто, либо клетки 
почти пустые. Отсюда мы уже можем составить представ- 
ление о TOM, как выглядит деревушка в горах. Она co- 
стоит из центра, застроенного довольно плотно. В нем 
размещается большинство домов. Диаметр центра — 
около 1 км. Затем идет еще одна группа домов, нечто 
вроде хутора. Она располагается на расстоянии не более 
2 км от центра (поскольку 4 км? — это площадь квад- 
рата со стороной 2 км). Еще дальше могут встречаться 
лишь отдельно стоящие дома, но зато здесь много 
пустых участков площадью до 4 км?. Мелких скоплений 
домов в деревушке нет. Нет и самой деревни в привыч- 
ном для нас смысле: об этом свидетельствует резкий 











спад характеристики справа от пика. Отсюда следует, 
что центр деревни застроен довольно свободно и домов, 
выстроившихся вдоль улицы, как в равнинных деревнях, 
в ней вообще нет. . 

Шифр, присланный нам в виде графика, можно было 
бы расшифровать еще подробнее, но мы предоставим 
это терпению читателя. 

Для чего нужно отгадывание таких ребусов? Ведь 
гораздо проще взять подробный план местности и без 
всяких вычислений увидеть, как разбросаны дома в де- 
ревне. Однако задача не так проста, как может по- 
казаться. 

Предположим, что требуется сравнить планировку 
многих деревень (например, для того, чтобы узнать, в 
какой последовательности они строились, и выявить об- 
щие закономерности). Выявить различие и обнаружить 
сходство простым сравнением карт не так-то просто, но 
если для каждой деревни построить такую характери- 
стику, как для нашей деревушки в горах, то и сходство 
и различие сразу же бросятся в глаза: кривые будут 
крутыми и пологими, с одним, двумя или несколькими 
горбами, их можно также отличать по некоторым чис- 
ленным характеристикам, например по положению и 
высоте пиков и впадин. Например, одни астрономы 
утверждают, что звезды выстраиваются вдоль прямых, 
словно нанизываясь на невидимые нити, как четки. Дру- 
гие им возражают. Чтобы решить спор, со звездами 
необходимо поступить так же, как мы действовали с 
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городами, домами, каплями дождя. Был предложен и 
другой способ, а именно: сравнение истинной карты звезд- 
ного неба с искусственной, на которой точки распре 
делены случайным’ образом. Такое сравнение позволяе 
установить, где больше «четок»: на истинной или на ис- 
кусственной карте. Для составления искусственной 
карты используется таблица случайных чисел, о кото- 
рой мы уже рассказывали. Из нее выбирают пары чи- 
сел, откладывают вдоль горизонтального и вертикаль- 
ного обреза карты столько миллиметров, сколько еди- 
ниц в этих числах, и для каждой пары случайных чисел 
получают на карте одну точку. | 

Далеко мы ушли от орла и решки, добрались до 
самых звезд, но везде снова и снова встречали на своем 
пути случайные явления. В начале книги мы хотели 
разгадать тайны случайной игры. И хотя нам так и не 
удалось открыть чернокнижный секрет, который позво- 
лил бы неизменно выигрывать, но зато мы узнали, что 
многие другие тайны можно постичь, присмотревшись 
как следует к удивительным закономерностям подбра- 
сываемой монетки. 


ЕЩЕ СТО ЗАДАЧ 
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ЧИСЛОВАЯ РЕШЕТКА, НЕРАВЕНСТВА 
И ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 


1. Узлы целочисленной решетки на окружности. Це- 
лочисленной решеткой (или, кратко, просто решеткой) 
называется множество всех точек (х, у) плоскости, ко- 
ординаты которых х и у принимают лишь целочислен- 
ные значения. Здесь x означает абсциссу, а y— орди- 
нату точки (xX, у) в прямоугольной системе координат. 
Точки решетки обычно принято называть узлами. 


Доказать, что окружность с центром в точке (Υ 2, 


УЗ) в зависимости от радиуса либо проходит через 
один узел решетки, либо не проходит ни через один ее 


узел и что среди окружностей с центром в точке {У 2, 


V3) ни одна не проходит через два или большее число 
узлов. 


2. Узлы целочисленной решетки внутри окружности. 
Рассмотрим узлы решетки, оказавшиеся внутри окруж- 
ности К («окруженные» окружностью К). Узлы решет- 
ки, лежащие на самой окружности К, не считаются ле- 
жащими внутри К. 

Доказать, что существует окружность, внутри кото- 
рой находится один узел решетки, два узла ит. д. 
Вообще для любого п (натурального или равного нулю) 
можно указать окружность, внутри которой находятся 
ровно ἤ узлов решетки, | 
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3. Окружность и целочисленная решетка. Построить 
наибольшую окружность, внутри которой лежат: а) 0 
узлов решетки; 6) | узел решетки; в) 2 узла решетки; 
г) 3 узла решетки; д) 4 узла решетки; e) 5 узлов ре- 
шетки. Для каждого случая вычислить диаметр окруж- 
HOCTH. 


4. Окружности, перемещающиеся по решетке. Cy- 
ществуют окружности, внутри которых в зависимости 
от того, как они расположены относительно решетки, 
могут находиться |1, 2, Зи 4 узла. Иначе говоря, суще- 
ствуют окружности постоянного диаметра, для которых 
все четыре возможных случая (и только они) одина- 
ково выполнимы. Что можно сказать о диаметре таких 
окружностей? 

Наибольшую окружность, внутри которой (в некото- 
ром положении) содержатся 4 узла решетки, можно 
передвинуть так, чтобы внутри нее оказалось 9, 8 или 7 
узлов решетки. Можно ли так передвинуть окружность, 
чтобы внутри нее оказалось 5, 6 или 10 узлов? . 


5. Четыре числа. Пользуясь геометрическими ‹ооб- 
ражениями, доказать, что не существует четырех чисел 
a, b, си ἆ, удовлетворяющих условиям 


0<а<ь<с<а, а-а=Ь-+ с, αἱ -- α-ξ- ὐ' +c’. 


6. Два множества. Разобьем отрезок [0, 1] на два 
множества А и В (например, отнесем к множеству А все 
точки с рациональной координатой X, а к множеству В — 
все точки с иррациональной координатой х). 

Требуется определить на [0, 1] непрерывную функ- 
цию f(x) так, чтобы для х, принадлежащих множеству 
A, значения [(х) принадлежали множеству В, a для x, 
принадлежащих множеству В, значения f(x) принад- 
лежали множеству A. 

Возможно ли это? 


7. Приближенная оценка. Выяснить, какому нера- 
венству удовлетворяет число 


У -ИУз-+ УБЕ 


ых >> 3 или x < 3? 
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8. Перавенство. Доказать, что для любых целых чи- 
сел ри д, 65 0, справедливо неравенство 


κα. 


9. Непрерывная дробь. Последовательность {an} 
представляет собой некоторую перестановку натураль- 
ных чисел (каждое натуральное число входит в {ay} 
один и только один раз). Обозначим ξ(αι, 42, ..., An,+.-) 


непрерывную дробь 
l 


1 6 
а 
, Go + eee 
Доказать, что & не может принимать HH одного зна- 
чения из замкнутого интервала [1, 2/3]. Существуют 
ли такие «недоступные» для & значения в открытом ин- 
тервале (0, 1)? 


10. Числовая последовательность. Найти последова- 
тельность а, а:, а2,... положительных чисел (а = 1), 
элементы которой при п = 0, |, 2, ... удовлетворяют ре- 
куррентному соотношению 


Qn — η γι @по, 


Доказать, что существует лишь одна такая последо- 
вательность. 


11. Квадрат. Можно ли построить квадрат с цело- 
численными сторонами и указать в его плоскости такую 
точку, чтобы расстояния от этой точки до всех 4 вершин 
квадрата выражались целыми числами? 


Примечание. Решение этой весьма трудной задачи мне не из- 
вестно. 


12. Интересный радикал. Доказать, что при любом 
натуральном п выражение 


V14V¥24V3...4Va 


принимает значения, меньшие 2. 


13. Треугольник с особыми свойствами. Существует 
ли треугольник с целочисленными сторонами а, В и с, 
у которого высота, опущенная на основание, paBHa OCHO- 
ванию? 
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14. Диофантово уравнение. Пайти четыре натураль- 
ных числа а, 6, си 4, удовлетворяющих уравнению 


1 Г 1 
а т ыы ο 
при условии, что ав <с- 4. 
Могут ли числа а, 6, с, 4 быть простыми? 


ПЛОСКОСТЬ, ОКРУЖНОСТИ И МНОГОУГОЛЬНИКИ 


15. Перекатывание четырехгранника по плоскости. 
Представим себе, что четырехгранник, все грани кото- 
рого имеют форму конгруэнтных треугольников с произ- 
вольно заданными сторонами А, [, т*, мы перекатываем 
по плоскости, поворачивая вокруг одного из ребер осно- 
вания. Ребро, служащее осью поворота, мы каждый 
раз выбираем независимо. 

Всегда ли многогранник, который перекатывали по 
плоскости сколь угодно долго, можно вернуть в исход- 
ное положение путем, нигде не совпадающим с перво- 
начальным? (Под «несовпадением» путей мы понимаем 
следующее: если грани нашего четырехгранника вы- 
красить какой-нибудь краской и считать, что при пере- 
катывании каждая грань оставляет на плоскости отпе- 
чаток, то лишь последний отпечаток должен совпасть с 
первым, а все остальные отпечатки нигде перекрываться 
не могут.) 


16. Круг и кружок. По периметру круга радиуса 6 см 
извне катится кружок радиуса 3 см. К меньшему кругу 
на расстоянии | см от его центра «прикреплена» точка. 
Пока меньший круг совершает полный обход периметра 
большего круга, точка описывает некоторую замкнутую 
кривую. 

Требуется: 

1) доказать, что равносторонний треугольник Τ, впи- 
санный в эту кривую, можно двигать так, что все три 
его вершины одновременно опишут всю кривую; 

2) вычислить длину стороны треугольника Г; 


ο... ο... ο ου 


“ Возможность построения такого четырехгранника доказана в книге 
Г Штейнгауз, Сто задач, М., Физматгиз, 1959 (задача 37). — 
Прим. перев. 
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3) построить траекторию, которую описывает центр 
треугольника Т, когда его вершины движутся так, как 
сказано в условии |. | 


17. Две окружности и линейка. Рассмотрим на пло- 
скости две концентрические окружности различных ра- 
диусов. Вполне очевидно, что их можно одновременно 
начертить концами линейки (отрезка прямой), длина 
которой равна разности их радиусов. Не менее оче- 
видно, что при подходящем выборе отрезка мы сможем 
одновременно описать две одинаковые окружности, как © 
бы они ни были расположены на плоскости. 

Каким необходимым и достаточным условиям дол- 
жны удовлетворять радиусы окружностей, расстояние 
между их центрами и длина линейки, чтобы концами 
линейки можно было одновременно описать обе окруж- 
HOCTH? 


18. Вписанный параллелограмм. Пусть С — выпуклая 
область. Той же буквой С обозначим и ее площадь. 
Говоря о выпуклости, мы имеем в виду выпуклость в 
строгом смысле, то есть предполагаем, что граница 
области G не содержит ни отрезков прямых, ни точек 
излома. Иначе говоря, в каждой точке границы обла- 
сти С сушествует одна и только одна касательная, 
и каждая касательная имеет с границей области G одну 
и только одну общую точку. Пусть PQRS — четырех- 
угольник, описанный вокруг С и. имеющий наименьшую 
площадь по сравнению со всеми четырехугольниками, 
описанными вокруг С, а А, В, Си ОБ — точки касания 
сторон PQ, QR, RS и SP четырехугольника с границей 
области G. 

Доказать, что ABCD — параллелограмм с площадью 
превышающей С/2. 


> 


19. Описанный параллелограмм. Пусть С — выпуклая 
область, о которой говорится в условии предыдущей 
задачи, а ABCD — четырехугольник наименьшей пло- 
щади среди всех вписанных в С четырехугольников. 
Проведем в точках A, В, Си D касательные к С и полу- 
чим четырехугольник PQRS. 

Доказать, что PQRS — параллелограмм, описанный 
вокруг С, и что его площадь меньше 2G, 


RO 





20. Пространственный пятиугольник. Можно ли по- 
строить в трехмерном пространстве замкнутый пяти- 
угольник, все стороны которого равны, а все углы 
прямые? - 


21. Равносторонний «нечетноугольник» с прямыми 
углами. Можно ли построить в трехмерном пространст- 
ве замкнутый многоугольник с нечетным числом сторон, 
у которого все стороны равны, а все углы прямые? 


22. Квадрат и кривая. Построить гладкую выпуклую 
замкнутую кривую, отличную от окружности, вокруг 
которой можно было бы описать квадрат так, чтобы 
его размеры не изменялись при изменении точки каса- 
HHA: при переходе от точки P, с которой было начато 
построение квадрата, к произвольной: точке @ кривой. 
Иначе говоря, квадрат, описанный вокруг кривой, мож- 
но, не меняя его размеров, вращать вокруг кривой, при- 
чем все его стороны неизменно касаются кривой (окруж- 
ность обладает этим свойством). 


23. Центр тяжести. В вершинах треугольника 
АВС помещены матерпальные точки: в вершине А —- 
точка C массой, равной длине стороны BC, в вершине 
В — точка с массой, равной длине стороны СА, и в вер- 
шине С — точка с массой, равной длине стороны АВ. 

Требуется доказать, что центр тяжести системы трех 
материальных точек совпадает с центром окружности, 
вписанной в треугольник АВС. 


24. Описанная окружность. Круг, граница которого 
проходит через 4 вершины прямоугольника, — наимень- 
ший из всех кругов, накрывающих данный прямоуголь- 
ник. Наибольших кругов, вписанных в прямоугольник, 
имеется бесконечно много. Назовем описанным кругом 
плоской фигуры Е наименьший из кругов, накрываю- 
щих РА, а вписанным кругом фигуры Е — наибольший из 
кругов, целиком заключенных внутри Р. 

Доказать, что независимо от того, какую форму 
имеет фигура F (если только она ограничена), всегда 
существует лишь один описанный круг. 


25. Остроугольный треугольник. Каждый ли остро- 
угольный треугольник можно разделить на три равнове- 
ликие части перпендикулярами, восстановленными к 
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сторонам треугольника и пересекающимися в ΗΕΚΟΤΟΡΟΗ 
точке, расположенной внутри него? 


26. Точки в круге. На плоскости имеются 10 точек 
и окружность, внутри которой все они лежат. Пере- 
местим все точки так, чтобы расстояние между любыми 
двумя из них уменьшилось. 

Можно ли провести окружность меньшего радиуса 
так, чтобы все [0 точек после перемещения оказались 
внутри нее? 

Выберем на плоскости п точек (п — произвольное на- 
туральное число) внутри круга. Переместим их так, 
чтобы расстояния между любыми двумя из них умень- 
ШИЛНСЬ. 

Всегда ли можно провести окружность меньшего ра- 
днуса так, чтобы все точки в новом положении оказа- 
лись внутри нее? 


27. Проволочный треугольник. Из куска однородной 
проволоки сделан треугольник РОЮ. Приняв середины 
его сторон за вершины нового треугольника (с ‘вдвое 
меньшими сторонами), соединим центр тяжести треу- 
гольника РОЛ с вершинами малого треугольника отрез- 
ками прямых. 

Доказать, что проведенные отрезки служат биссект- 
рисами внутренних углов малого треугольника *. 


28. п-угольник. Каким необходимым и достаточным 
условиям должны удовлетворять числа ὂ (Е =1, 
2,..., п) AAA того, чтобы существовал п-угольник со 
сторонами Oy, bo, ..., On (последовательность сторон и 
чисел одинакова)? 


29. Еще раз о п-угольнике. Предположим, что после- 
довательность чисел bp (Е =1,2,..., п) удовлетворяет 
необходимым и достаточным условиям, о которых ΓΟΒΟ- 
рится в предыдущей задаче. Тогда, сохраняя последова- 
тельность сторон, мы можем построить п-угольник мак- 
симальной площади среди всех п-угольников со сторо- 
нами Dy. 

Зависит ли максимальная площадь от последова- 
тельности чисел 6,2? Иначе говоря, изменится ли MaKCH- 
мальная площадь п-угольника, если, сохранив набор 





* См. также задачу 33, 
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сторон Og, мы. изменим последовательность, в которой 
они встречаются при обходе периметра ип-угольника? 


39. Виисанный п-угольник. Доказать, что если суще- 
ствует п-угольник с данными сторонами b, (#==1, 
2,..., п), то существует также я-угольник с теми же 
сторонами, взятыми в той же последовательности, ΒΠΗ- 
санный в некоторый круг. 


31. Разбиение плоскости. Окружность делит пло- 
скость на две части. Двумя окружностями плоскость 
можно разделить на четыре части. Начертив еще одну, 
третью, окружность, мы разэбъем плоскость на восемь 
частей. 

Можно ли расположить на плоскости чегыре окруж- 
ности так, чтобы они делили плоскость на 16 частей? 


32. Еще раз о разбиении плоскости. Доказать, что 
прн любом натуральном п можно указать такое распо- 
ложение окружностей на плоскости, при котором пло- 
скость будет разбита на п(п— |} +2 части. 

Всегда ли можно разбить плоскость на п(п— +2 
частн M окружностями одинакового раднуса? 


33. Площадь шестиугольника. Доказать, что пло- 
щадь шестнугольника со сторонами, менышими 1, мень- 
ше 2,6. 


34. Точки в овале. На плоскости внутри овала (имен- 
но внутри, а не на его границе) заданы n точек, Овал 
можно разгородить на участки Tak, чтобы, во-первых, 
внутри каждого участка находилась лишь одна точка P 
из п заданных точек, во-вторых, «владельну» любого 
участка дс «своей» точки Р было ближе, чем до «чу- 
жой», и, в-третьих, изгороди-многоугольники содержали 
криволинейные участки лишь там, где граница участка 
совпадает с границей овала. 

° Внутри овала изгороди образуют сеть ломаных из {, 
звеньев. Чему равно максимальное значение ᾖ, при дан- 
HOM n? 


35. 23 точки Ha окружности. Длина окружности К 
составляет 50 см. На К произвольно размещены 23 точки. 
образующие множество (таким образом, множество 2 
содержит 23 различных элемента}. 
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Дугу Ё длиной 7 см с концами А и Б будем двигать 
вдоль окружности К по часовой стрелке. Требуется до- 
казать следующие два утверждения: 

Утверждение Г. В некоторый момент времени 
дуга L займет такое положение, что ей будут принадл®- 
жать ровно 3 точки множества 2. 

Утверждение II. В некоторый момент времени 
дуга L займет положение, в котором ей будут принад- 
лежать ровно 4 точки множества Z, 

Примечание. Конец А считается принадлежащим дуге L, а ΚΟ: 
Hell В не принадлежит дуге L. Выражение «дуга L содержит ровно 
п точек множества 2» в соответствии с принятым соглашением сле- 


дует понимать так, что дуга L содержит п точек множества 2, не 
совпалающих с ее концом В. 


36. Два креста. Назовем крестом фигуру, образован- 
ную двумя взаимно перпендикулярными отрезками, ко- 
торые делятся пополам в точке пересечения. Сами от- 
резки условимся называть перекладинами креста, а 
точку их пересечения — центром креста. Кресты с. не- 
совпадающими центрами и попарно параллельными пе- 
рекладинами назовем параллельными. 

Будем говорить о замкнутом многоугольнике, что он 
выпуклый, если его внутренние углы меньше 180° (πο- 
скольку ни один внутренний угол не может быть рав- 
ным 180°). 

Требуется доказать, что нельзя построить такой вы- 
пуклый многоугольник, чтобы все концы двух парал- 
лельных крестов совпадали с некоторыми его верши- 

нами. (Число вершин много- 
БИ ИИ угольника может быть сколь 
угодно большим). 


37. Центр круга. Вычис- 

A лить координаты Χο, Yo цент- 
ра круга площадью 10 квад- 

{ ратных единиц, содержаще- 


го внутри себя 10 узлов 
Ί-ή квадратной решетки со сто- 
роной элементарного квад- 
pata, равной |. Координа- 
Еф = ‚ты центра круга должны 
’ удовлетворять неравенствам 
Рис. 1. г Ол = = 1, 
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98. Семь точек в квадрате. Б единичном квадрате 
требуется разместить семь точек: четыре — в вершинах 
и три— внутри квадрата (рис. 1). Соединив попарно 
все семь точек, получим 21 отрезок. На рис. | изобра- 
жено лишь семь кратчайших отрезков (каждый такой 
отрезок и его длина обозначены х). Смысл буквы А ясен 
из рисунка, у означает высоту треугольника, основание 
которого совпадает с нижней стороной квадрата, a 60- 
ковые стороны равны х. 

Требуется вычислить длину отрезков х, Й и υ. 


ПРОСТРАНСТВО, СФЕРЫ И МНОГОГРАННИКИ 


39. Тетраэдры. Имеется 6 палочек различной длины. 
В каком бы порядке ни брать эти палочки, из них всегда 
можно склеить остов тетраэдра. Сколько различных 
тетраэдров при этом получится? 


40. «Пронзенный» куб. Из 27 одинаковых кубиков 
сложили один большой куб. Провести прямую, которая 
бы «пронзала» наибольшее число малых кубиков, и 
найти это число. Проведенная прямая не должна пере- 
секать ребра кубиков. 


41. Заполнение пространства сферами. Плотнейшая 
укладка сдинаковых сфер в пространстве известна 
давно (см., например, фотографии на стр. 100—101 
книги: Г. Штейнгауз, Математический калейдоскоп, 
М.—Л., Гостехиздат, 1949). При такой укладке сфер еди- 
ничного радиуса между ними возникают промежутки 
двух типов: большие и малые. Эти промежутки можно 
заполнить мепышими сферами, взяв их также двух ка- 
либров: в большие промежутки поместить сферы одного 
калибра, в малые — другого. Радиусы тех и других сфер 
следует подобрать так, чтобы они плотно входили в пу- 
стоты и не могли сдвигаться с места. 

В скольких точках каждая сфера меньшего калибра 
касается единичных сфер и в скольких точках касается 
их каждая сфера большего калибра? Чему равны ра- 
диусы сфер, заполняющих промежутки между единич- 
ными сферами? 


42. Производные многогранники. Взяв произвольный 
многогранник, построим другой многогранник, который 
назовем производным от данного, следующим образом. 
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через центр сферы Л проведем плоскости, парал- 
лельные граням данного многогранника. С поверхностью 
сферы К эти плоскости пересеказотся по дугам больших 
кругов, образующих сферические многоугольники. 3a- 
менив каждую сторону сферического многоугольника 
хордой, получим ребра производного многогранника (он 
вписан в сферу К). Если у данного многогранника име- 
ются две параллельные грани, то на сфере К им соот- 
ветствуег лишь один большой круг. Проводя описанное 
выше построение для известных многогранников, полу- 
чим их производные многогранники, BH которых и тре- 
буется определить. 

Итак, построить производный многогранник: 

1) для правильного тетраэдра; 

2) для куба; 

3) для правильного октаэдра; 

4) для додекаэдра; 

5) для икосаэдра. 


43. Расстояние между точками на поверхности. Меж- 
ду любыми двумя точками на замкнутой выпуклой (не- 
вогнутой} поверхности можно провести дугу, которая 
будет кратчайшей среди всех дуг, соединяющих эти две 
точки. (Вполне возможно, что среди дуг, соединяющих 
две данные точки, окажется несколько кратчайших. На- 
пример, на сфере диаметрально противоположные точ- 
ки — точки-антиподы — соединены бесконечно многими 
кратчайшими дугами больших кругов.) 

Определим расстояние между любыми двумя точ- 
ками Р и Q на поверхности как длину кратчайшей дуги, 
соединяющей Р и Q. Тем самым мы получим возмож- 
ность измерять расстояние между данной точкой Ри 
произвольной точкой Х поверхности. 

Среди всех точек поверхности найдем (быть может, 
не единственную) точку 5, наиболее удаленную от дан- 
ной точки Р. Можно было бы предположить, что точки 
Ри 5 всегда соединены по крайней мере двумя кратчай- 
шими дугами. - 

Требуется доказать, что такое предположение оказы- 
вается неверным уже для некоторых четырехгранников. 


44. Замкнутая поверхность. Все сечения некоторой 
замкнутой поверхности плоскостями имеют форму ок- 
ружноети (если сечение состоит из одной-единственной 


86 


точки, TO мы рассматриваем CO Kak окружность © радпу- 
сом, равным нулю). 
Доказать, что эта замкнутая поверхность — сфера. 


45. Выпуклая поверхность. Можно ли построить 
замкнутую выпуклую поверхность, отличную от сфе- 
рической и такую, что все плоскости, проходящие через 
некоторую надлежащим образом выбранную прямую, 
пересекают эту поверхность по окружностям? 


46. Точка в кубе. Условимся называть числа и, %, W 
арифметически независимыми, если соотношение 


ри + ди ++ ги == 0 


не выполняется ни при каких числах (р, 6, rf), кроме 
(0, 0,0). 

Вообразим куб, ребра которого параллельны осям 
прямоугольной системы координат, и в нем — безоста- 
новочно движущуюся материальную точку М (внешние 
силы на точку М не действуют). В начальный момент 
времени {0 точка М имеет отличную от нуля ско- 
рость, а от стен куба отражается по закону «угол паде- 
ния равен углу отражения». Составляющие и, Uv, W ско- 
рости частицы арифметически независимы. 

Доказать, что движущаяся точка М никогда не вер- 
нется в исходное положение. " 


47. Многогранники. Какие из правильных (платоно- 
вых) многогранников обладаот тем свойством, что на их 
гранях можно разместить натуральные числа (по од- 
ному числу на каждой гранн, никаких других ограниче- 
ний на числа не накладывается) так, чтобы, во-первых, 
числа на смежных гранях были взаимно просты и, во- 
вторых, числа на весмежных гранях имели общий дели- 
тель, отличный от 12 


48. Три сферы и прямая. Три сферы имеют общую 
точку P, HO ни одна прямая, проходящая через P, не ка- 
сается всех трех сфер сразу. 

Доказать, что сферы имеют еще одну общую точку. 


49. Четыре точки на сфере. Соединив попарно отрез- 
ками прямых четыре точки, лежащие на сфере, получим 
тетраэдр. Доказать, что объем тетраэдра будет наиболь- 
шим, когда расстояния между любыми двумя из четырех 
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точек будут одинаковыми (то есть когда тетраэдр будет 
правильным). 


50. Четыре прямые и еще одна пятая прямая. В 
трехмерном пространстве провести четыре непараллель- 
ные и непересекающиеся прямые так, чтобы никакая 
пятая прямая не пересекала все четыре прямые. 


51. Разбиение куба. Разбить куб на 6 четырехгран- 
ников, из которых 3 равны, а остальные 3 совпадают с 
тремя первыми при зеркальном отражении. 


52. Тетраэдр и куб. Проволочную модель тетраэдра 
(«скелет» из 6 проволочек-ребер) можно дополнить до 
полного тела, соединяя материальными отрезками все 
возможные пары точек, лежащих на различных ребрах. 

Рассмотрим проволочную модель другого тела — 
«скелет» куба, состоящий из 12 ребер. Можно ли ее 
дополнить до модели телесного куба тем же способом, 
что и проволочную модель тетраэдра? 


53. Раздел земли. Квадратный участок земли требу- 
ется разделить на три равновеликие части. Разделить 
участок на три прямоугольника так, чтобы общая длина 
границ раздела составляла °/з стороны квадрата, не- 
трудно. Можно ли уменьшить протяженность границ 
раздела, если участок разбить на части, форма которых 
отлична от прямоугольной? 


54. Лучи в пространстве. Три ребра куба, выходя- 
щие из одной и той же вершины, образуют друг с дру- 
гом углы в 90°. В трехмерном пространстве можно так- 
же найти четыре луча, выходящие из одной и той же 
точки и образующие друг с другом один и тот же угол.. 
Требуется вычислить этот угол. Можно ли указать в 
трехмерном пространстве пять лучей, обладающих теми 
же свойствами? 


55. Правильный двадцатигранник (икосаэдр). Под 
каким углом видно ребро правильного двадцатигран- 
ника из его центра? 


56. Разбиение сферы. Точка С — вершина правиль- 
ного тетраэдра и одновременно центр сферы $. Сфера 
так мала, что пересекает три ребра тетраэдра, выходя- 
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щих из вершины С. 1ем самым тетраэдр делит сферу на 
две части: большую, лежащую вне тетраэдра, и мень- 
ую, лежащую внутри него. 

Чему равно отношение большей и меньшей частей 
сферыр 


ЗАДАЧИ ПРАКТИЧНЫЕ И... НЕПРАКТИЧНЫЕ 


57. Взвешивание. Пять различных по весу предме- 
тов требуется расположить в порядке убывания их веса. 
Пользоваться можно только простейшими весами 
без гирь, которые позволяют лишь установить, какой из 
двух сравниваемых по весу поедметов тяжелее. 

Как следует действовать, чтобы решить задачу ΟΠΤΗ- 
мальным образом, то есть так, чтобы число взвешиваний 
было минимальным? Сколько взвешиваний придется при 
этом произвести? 


58. Задача о табаке. Адам, Богдан и Вацлав жи- 
вут вместе и берут табак для трубок из большой пачки, 
которая стоит 120 злотых. Если бы Вацлав не курил, 
то Адаму и Богдану пачки табаку хватило на 30 дней. 
Если бы не курил Богдан, то два остальных курильщика 
имели табаку на 15 дней. Если бы не курил Адам, то 
его соседи по комнате исчерпали запас табаку 3a 12 
дней. На сколько дней хватит пачки табаку всем трем 
курильщикам и сколько каждый из них должен запла- 
THTb за табак? 


59. Ширина цеха. В цехе на двух деревянных вали- 
ках перпендикулярно их осям лежит рельс длиной 
15 м. Оси валиков параллельны стене цеха, которой ка- 
сается конец рельса. Расстояние от этой стены до оси 
ближайшего валика равно 5 м. Рельс катят на валиках 
до тех пор, пока его конец не окажется над осью бли- 
жайшего валика. Именно в этот момент другой конец 
рельса упирается в противоположную стену цеха. Чему 
равна ширина цеха от стены до стены? 


60. Вроцлавская игра. Участники игры вносят в 
«банк» по | злотому, а затем выбирают какой-нибудь 
вопрос TAK, чтобы. во-первых, никто из участников не 
располагал точной информацией, необходимой для ответа 
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Ha него, и, во-вторых, чтобы OH допускал количест: 
венные ответы. Например, можно спросить: «Какова вы- 
сота зала, в котором мы играем, в сантиметрах?» Каж- 
дый участник записывает свой ответ на листке бумаги 
и скрепляет его своей подписью. После этого листки со- 
бирают и вычисляют среднее арифметическое всех оце- 
нок. Тот участник игры, чей ответ окажется наиболее 
близким к средней оценке, забирает весь банк. Двое 
ΠΑΡΤΗΘΡΟΒ, сговорившись между собой, могут значи- 
тельно повысить свои шансы на успех. Каким образом? 
Как следует изменить правила вроцлавской игры, чтобы 
уменьшить опасность возникновения подобной ситуации? 


61. Таз и глобус. На горизонтальной подставке 
(крышкс стола) стоит жестяной таз, имеющий форму 
сферической чаши (или, точнее, сегмента сферы). В нем 
лежит малый глобус. Вертикальная прямая, проходя- 
щая через точку касания глобуса и таза, служит одно- 
временно осью симметрии и жестяного сегмента, и гло- 
буса. Каждую точку, указанную на глобусе, можно. 
спроецировать на таз, проведя через нее горизонталь- 
ную прямую, пересекающую общую ось симметрии таза 
н глобуса. При такой проекции изображение каждой 
страны, нанесенной на глобус, переходиг на таз в не- 
сколько увеличенном виде. 

Требуется доказать, что площадь всех стран ΠΡΗ 
проецирорании с глобуса на таз увеличивается в одно H 
то же число раз. 


62. Шар в сетке. Сетка сплетена из 12 шнурков дли- 
ной 10 см каждый. Внутрь сетки помещают шарнк, ко- 
торый затем раздувают до тех пор, пока позволят шнур- 
ки. В результате шар оказывается туго оплетенным 
шнурками, прилегающими к пему вдоль всей своей 
длины. Восемь узлов сетки располагаются на поверх- 
ности шара так, что образуют вершины куба. 

Вычислить обтем максимального шара, помещаю- 
щегося в сетке. 


63. Морские маневры. Во время маневров в откры- 
том океане командиры кораблей А, В и С получили от 
адмирала лаконичный приказ: в максимально короткий 
срок сосредоточиться в одном районе. Благодаря без- 
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отказно Денствовавшей радиосвязи командирам были 
известны расстояния между кораблями в момент полу- 
чения приказа: АВ == 100 миль, АС = 200 миль и BC = 
== 220 миль. Максимальные скорости, которые могут 
развивать корабли, равны: для А — 15 узлов, для В — 
29 узлов и для С — 12 узлов 3. 

Как выполнить приказ адмирала? 


64. Фальшивая монета. Даны 4 совершенно одина- 
ковые по внешнему виду монеты. Каждая из них долж- 
на весить 5 г, однако известно, что одна (и только одна) 
монета имеет иной вес. 

Как, пользуясь равноплечими весами и сдной пятн- 
граммовой гирькой, с помощью двух взвешиваний опре- 
делить фальшивую монету и установить, тяжелее она 
или легче полновесной монеты? 


65. Дорожная сеть. Четыре города А, В, С и В тре- 
буется соединить дорожной сетью. Поскольку расходы 
на строительство дорог желательно свести к миниму- 
му, дорожная сеть, вообще говоря, должна иметь раз- 
ВИЛКИ. 

Требуется доказать, что экономичная дорожная сеть 
всегда содержит не более двух развилок. 


66. Швеи. Некий портной решил открыть швейную 
мастерскую. У него было 5 швейных машин различных 
марок, предназначенных для выполнения различных ра- 
бот. На объявление в газете откликнулось семеро кан- 
дидаток в швеи. Каждой из них портной дал поработать 
в Течение часа на каждой из 5 машин, а затем оценил 
производительность труда в злотых (взяв разность 
между стоимостью готового изделия и стоимостью HC- 





* Принятая у моряков мера скорости может быть не известна «сухо- 
путным» читателям, поэтому мы сочли уместным воспользоваться 
разъяснением столь непререкаемого авторитета, как капитан 2-го ран- 
га Василий Лукич Кирдяга, с рассказами которого широкий круг 
читателей знаком по книге Леонида Соболева «Морская душа»: 
«Скорость корабля выражается мерой — узлами, означающими ско- 
рость в морских милях в час. Тросик лага, выпускаемый ва ходу 
с кормы, разбивается узелками на расстоянии '/122 мили (50 футов). 
Сосчитав Число узелков, пробежавших за полминуты — !/120 часа, 
можно прямо узнать скорость в морских милях в час». — Прим. 
перев. 
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пользованного материала). В результате у него получи- 
лась следующая таблица: 














ουκ.» 
I] 11] IV у 
Швея 
р | 
Α 4 3 5 8 12 
B 10 4 6 8 8 
С 15 ] 12 1] 1 
р I! 9 5 8 14 
Е ] 10 3 g 12 
Е 4 7 1 3 2 
G 5 2 2 10 1 


Каких кандидаток следует принять портному п как 
рчспределить машины между принятыми швеями? 


67. Погоня. Шесть полицейских катеров окружили 
моторную лодку контрабандиста. Полицейские : катера 
расположились в вершинах, а лодка контрабандиста — 
в центре правильногс шестиугольника. Лодка койтра- 
бандиста может развивать скорость 25 узлов, полицей- 
ские катера —20 узлов. Контрабандисту известно, что 
начальник отряда приказал своим людям держать курс 
прямо на лодку контрабандиста. 

Может ли контрабандист вырваться из западни н 
уйти от погони и если да, то как? 


68. Космонавт. Оказавшийся на одной из малых пла- 
нет космонавт отправился из точки Po, в которой он со- 
вершил мягкую посадку, в наиболее удаленную от нее 
точку Py. Прибыв в Py и немного отдохнув, космонавт 
направился в наиболее удаленную от нее точку Po, на- 
мереваясь, и впредь развивать несколько необычную 
форму туризма, как вдруг понял, что поскольку Ρο == Po, 
то его маршрут никогда не приведет в точку Ре. По- 
чему? 


69. Горное озеро. У одного горного озера имеется 
любопытная особенность: в какой бы его точке ни на- 
ходилась лодка с туристами, им никогда не удается 
окинуть взглядом все озеро сразу, и поэтому, желая по- 
любоваться всеми красотами озера, туристы вынуждены 
менять положение своего «наблюдательного пункта». 

Доказать, что если бы на озере нашлась точка, из 
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ΚΟΤΟΡΟΗ можно было охватить взглядом сразу всю его 
поверхность, то совокупность всех таких точек запол- 
нила бы некоторую выпуклую область. 


70. Карта. В школе на стене висит карта, имеющая 
форму прямоугольника. Аналогичная карта — уменьшен- 
ная копия первой, аккуратно начерченная на прямо- 
угольном листе кальки, — имеется у одного из учеников. 
Перед своими одноклассниками этот ученик хвастался 
тем, что сколько бы раз и в каком бы месте ни прикла- 
дывать кальку к школьной карте, на ней непременно 
нандется точка, совпадающая с точкой школьной карты, 
которая соответствует той же самой точке на местности. 
Более того, замеченный эффект не исчезает, даже если 
накладывать кальку на карту не прямо, а косо (то есть 
так, чтобы края карт не были параллельны). 

Верно ли утверждение счастливого обладателя 
кальки? 


71. Банка и шнурок. Высота цилиндрической банки 
равна радиусу основания. Банка обвязана шнурком, ле- 
‘жащим в плоскости осевого сечения цилиндра и прохо- 
дящим через два углубления в ребре нижнего основа- 
ния. Шнурок туго натянут. 

Можно ли снять шнурок с банки, не растягивая его 
и не разрывая? В каком положении находится шну- 
рок — в устойчивом или неустойчивом? 


72. Группы крови. Еще в 1919 г. Ландштейнер, 
Янский и Мосс установили, что кровь у людей бывает 
четырех групи: О, А, Ви АВ. Зная группу крови боль- 
ного, можно заранее сказать, к какой из групп должна 
принадлежать кровь донора, чтобы переливание ее было 
безопасно для больного. Обозначим символом ἅπ 
утверждение: «Лицо, принадлежащее к группе X, всегда 
может быть донором по стношению к лицу, принадле- 
жащему к группе У». Тогда закон, открытый назван- 
ными учеными, можно сформулировать следующим об- 
разом: 

I. Х-—>Х для каждого А. 

I]. O—X для каждого X. 

II. X— AB для каждого X. 

ГУ. Все отношения X— У, не следующие из па, [== 
III, ложны, = 
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Доказать, что: 

1) система правил I—IV непротиворечива; 

2) если правила I—IV верны, то для любых X, У, 2 
из X—> Yu Y—Z следует X — Z; 


3) из правил I—IV следует (AB), то есть отри- 
цание отношения A В. 


Примечание. Кванторы «для каждого» и «все» в правилах [-—1!У 
надлежит понимать в том смысле, что вместо Х и У можно под- 
ставлять любую из четырех групп крови О, А, Ви АВ. 


73. Еще раз о группах крови. Три студента-медика 
решили определить свою группу крови, не пользуясь 
чужой кровью и готовыми сыворотками. Чтобы устано- 
вить, истинно ли утверждение А-*У (смысл символа 
Х —7 объяснен в условии предыдущей задачи), доста- 
точно иметь по капле крови Х и Υ. Что делать с каплями 
дальше, нам знать не нужно (хотя студенты-медики 
знали). Они установили групповую принадлежность двух 
членов тройки, но не смогли установить группу крови 
третьего студента. Поразмыслив, студенты пришли к вы- 
воду, что если бы группа крови третьего студента была 
им известна, то они могли бы открыть лабораторию по 
определению группы крови любого пациента, причем 
для установления групповой принадлежности пациентов 
им не потребовалась бы кровь тех двух студентов, чья 
группа крови известна. 

Как объяснить столь парадоксальный вывод? 


74. Третий раз о группах крови. Феликс Бернштейн, 
известный своими работами по ΤΘΟΡΗΠ множеств, сфор- 
мулировал первый закон наследственности групп крови 
О, А, В, АВ. Пусть, например, у отца группа крови А, а 
у матери АВ. К однобуквенному символу А группы кро- 
ви отца следует приписать справа букву О и превратить 
его в двухбуквенный символ АО. Чтобы получить группу 
крови ребенка, нужно образовать все возможные двух- 
буквенные комбинации, беря по одной букве от группы 
крови отца (АО) и матери (АВ). 

Получив символы АА, АВ, ОА и ОВ, их следует упро- 
стить: вместо двух одинаковых букв АА взять лишьодну 
(А) и опустить одну букву О всюду, где она встре- 
чается. В оезультате мы придем к четырем символам: 
А, АВ, А, В. Закон Ф. Бернштейна утверждает, что 
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кровь ребенка может принадлежать к одной из трех 
групп А, В, АВ (и не мсжет принадлежать к группе О). 

Перечисленные выше правила (приписывание бук- 
вы О к однобуквенным снмводам, образование двухбук- 
венных комбинаций из символов групп крови родителей, 
отбрасывание одной буквы в символах, состоящих из 
двух одинаковых букв, и стирание буквы О) полностью 
определяют, причем не только в рассмотренном нами 
примере, но и в общем случае, так называемую фено- 
тииную теорию наследственности групп крови. Законы 
переливания крови сформулированы в задаче 72. 

Два брата, знакомые и с фенотипной теорней наслед- 
ственности групп кровн, и с законами переливания, зна- 
ли, что ни один из них не может дать кровь другому, но 
каждому из них могла бы дать кровь их мать. 

Может ли сестра заменить мать и стать донором для 
братьев? 


75. Плитки в круге. Имеются 64 квадратные плитки 
со стороной 10 см. 

Как их следует уложить на плоскости, чтобы все 
64 плитки можно было описать окружностью раднусом 
50 см? Существуют ли окружности меньшего радиуса, 
способные вместить все 64 плитки? 


76. Еще раз о плитках. Чему равно максимальное 
число квадратных плиток со стороной 10 см, которые 
можно расположить внутри круга радиусом 20 см? 


77. Старая башня. Старая башня, ценный памятник 
архитектуры прошлого, имеет форму вертикально стоя- 
щей колонны, обозреть которую можно лишь с некото- 
рого расстояння, поскольку хранители обнесли ее по ок- 
ружности забором. Диаметр забора 10 м. Обходя башню 
вдоль забора, экскурсанты неизменно видят ее под пря- 
мым углом (речь идет об угле между горизонтальными 
лучами зрения, проведенными на уровне глаз). В от- 
дельных местах забор стстоит от башни лишь Ha 1 м, 
в других расстояние между забором и башней больше. 

аксимальное удаление равно 2 м. 

Требуется определить возможный вид горизонталь- 

ного сечения башни и его размеры. 


78. Доска и обрубок дерева. Маленькие дети любят 
качаться на доске, положенной поперек лежащего на 
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земле бревна. Когда один ребенок поднимается вверх, 
другой опускается вниз, и наоборот. Если доска шеро- 
ховата и поверхность бревна также не обработана, то 
доска перекатывается пс нему без скольжения. He- 
трудно проверить, что если бревно имеет форму круго- 
вого цилиндра, то траектории обоих концов доски от- 
личны от прямой. 

Требуется доказать, что тем же свойством обладает 
обрубок дерева любого, а не только круглого, сечения. 


НОВЫЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ПРИКЛЮЧЕНИЯ 
ДОКТОРА СИЛЬВЕСТРА ШАРАДЕКА 


79. Автомобильная задача. Шофер одолжил у това- 
рища по работе 3 кг керосина и 5 л бензина, слил то и 
другое в ведро, которое наполнилось до краев, и взвесил 
его. Когда через несколько дней коллега пришел за вед- 
ром, должник налил в ведро 3,5 л керосина и 4 кг бен- 
зина. Ведро снова наполнилось до краев, и вес его ока- 
зался таким же, как в первом случае. Бензин (так же, 
как и керосин), возвращенный шофером его товарищу 
по работе, был того же сорта, что и взятый взаймы. 

Нлотность беизина и керосина можно вычислить с 
помощью обычного деления, не выписывая никаких 
уравнений, но доктору Шарадеку известно гораздо 
больше. Он утверждает, что: 

1) шоферы не умеют отличать керосин от бен- 
зина, 

2) тяжелая смесь, получившаяся в ведре, не при- 
годна для двигателей современных автомобилей; 

3) он, доктор Сильвестр Шарадек, может так решить 
задачу, что получится легкая смесь, которой не стыдно 
заправить и авиационный мотор. 

Каким образом ему это удается? 


80. Волшебная книга. У доктора Сильвестра Шара 
дека имеется библиотека, составленная главным обра- 
зом из книг по черной и белой магии. Одной из них 
доктор Шарадек особенно дорожит и лишь однажды по- 
казал ее своему ученику. 

— Открой книгу на любом месте и скажи, какое 
число там написано! — повелел доктор, и послушный 
ученик назвал число 4783. 
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— А теперь перелистаи столько страниц, сколько 
тебе угодно, и скажи, какое число написано там, где ты 
остановишься! 

Выполнив и это повеление; ученик назвал число 
1955. 

— Выбери теперь два любых четырехзначных чис- 
ла! — продолжал Шарадек. 

Ученик выбрал 2079 и 7081. 

— Читай вслух по порядку все числа от первого вы- 
бранного тобой места в книге (то есть от числа 4783) 
до второго (то есть до числа 1955), но при этом те, ко- 
торые заключены между 2079 и 7081. 

Послушный ученик выполнил и это нелегкое зада- 
ние. Ему пришлось прочитать около 2000 чисел и около 
1000 из них вычеркнуть. 

Затем доктор Шарадек велел ученику проверить, 
чему равна разность между последовательными не- 
вычеркнутыми числами. Оказалось, что разность прини- 
мает лишь три различных значения!!! 

Не могли бы вы объяснить, хотя бы на небольшой 
модели (в книге доктора Шарадека было 10000 чисел), 
в чем секрет волшебной книги? 


81. Гири. У доктора Шарадека есть два школьных 
друга, один из которых недавно открыл лавку, а дру- 
гой — небольшой магазин. Владелец лавочки ведет роз- 
ничную торговлю бакалейными (сыпучими} тсварами: 
кофе, крупой, мукой и т. д., а владелец магазина — в 
в основном поштучно продает эгурцы, лимоны, сельдь и 
т. д., назначая цену за них в зависимости от веса. 

У доктора Шарадека хранились два набора гирь. 
В одном наборе были гири 10, 30, 90 и 270 г, в другом — 
гири 10, 20, 40, 80 и 160 г. Пригласив к себе своих 
школьных друзей, доктор Шарадек пообещал подарить 
им оба набора гирь при условии, если каждый из дру- 
зей выберет именно тот набор, который для него наибо- 
лее удобен. 

Какой набор выбрал владелец лавочки и какой — 
владелец магазина? 


82. Удивительная компания. Некто утверждал, буд- 
то ему довелось провести вечер в компании из 12 чело- 
век (включая его самого), подобравшейся так, что: 
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a) каждыи из присутствовавших не был знаком с 
шестью членами общества, но знал остальных; 

6) каждый входил в тройку людей, знакомых между 
собой; 

в) среди присутствовавших нельзя было найти че- 
тырех человек, которые все были бы знакомы друг с 
другом; 

г) среди присутствовавших нельзя было найти чет- 
верых, которые бы все не были знакомы друг с другом; 

д) каждый из присутствовавших входил в тройку 
людей, не знакомых друг с другом; 

е) у каждого из присутствовавших среди незнако- 
мых ему лиц нашлось такое, с которым у него в этой 
компанин не было общих знакомых, 

Услышав об этом, доктор Шарадек заявил, что ему 
довелось быть в компании, удовлетворявшей условиям 
a), 6), г) ид), где каждый знал шестерых и только ше- 
стерых из присутствовавших и имел знакомого, вместе с 
которым они знали всю компанию (то есть такого знако- 
мого, который мог бы познакомить его со всеми ранее не 
знакомыми ему лицамн). 

Верны ли утверждения доктора Шарадека и его ано- 
нимного предшественника? Можно ли привести пример 
компании из 10 человек, удовлетворяющей условиям 
6), в), г) ид), в которой каждый знал бы пятерых и 
только пятерых из присутствующих и имел знакомого, 
знающего всех остальных членов компании? Можно ли 
указать пример компании из 10 человек, удовлетворяю- 
щей всем условиям, кроме условия a)? 


83. Чемпион по интеллекту. Доктор Сильвестр Ша- 
радек во всеуслышание заявил, что отгадает любое 
слово из словаря *, если ему будет разрешено задать 
20 вопроссв. 

Возможно ли это? 


84. Рассеянный учитель. Один учитель, желая уста- 
HOBHTb взаимосвязь между различными увлечениями 
школьников, занимался исследованиями наклонностей 
своих учеников. Как-то раз, придя на урок, он попросил 





* Доктор Шарадек пользовался «Словарем польского языка» 
С. Ланде, мы же возьмем «Толковый словарь русского языка» под 
редакжией JI. Н. Ушакова (М., Гос. изд-во иностранных и нацио- 
нальных словарей, 1947—1948). — Прим. перев. 
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встать всех, кто любит концерты и кто охотно играет в 
шахматы. Любители музыки должны были поднять ле- 
вую руку, любители шахмат — правую. Оказалось, что 
30% стоящих подняли обе руки. -Аналогичный экспери- 
мент с любителями игры в шахматы и любителями вело- 
сипедного спорта привел к тому, что обе руки подняли 
35% вставигих. В третьем эксперименте с любителями 
музыки и велосипедного спорта обе руки подняли 40% 
опрошенных. Уже выйдя Из класса, учитель вспомнил, 
что забыл спросить, кто из учеников разделяет все три 
увлечения, и он даже не подсчитал, сколько учеников 
вставало каждый раз. Тем не менее доктор Шарадек за- 
верил нашего психолога, что среди опрошенных им уче- 
ников ребята со столь разносгоронними увлечениями за- 
ведомо имеются. 

Были ли у доктора Шарадека сснования утверждать 
это так уверенно? 


85. Три шахматиста. В шахматном клубе имени док- 
тора Шарадека часто встречаются три завсегдатая: 
Демьян (0), Емельян (Е) и Фелькс (F). Они проводят 
там все вечера, за исключением субботы и воскресенья. 
По оценке доктора Шарадека класс игры этих трех шах- 
матистов распределялся следующим образом. Демьян 
после «упкэнда» несколько утрачивал спортивную форму 
н с понедельника по среду включительно играл Ha 
12 баллов, а в четверг и пятницу О играл уже в полную 
силу на 17 баллов. Емельян играл одинаково незавн- 
симо от дня недели. Каждый вечер Е играл по пять пар- 
тий. Его спортивную форму в первых трех партиях док- 
тор Шарадек оценивал в 16 баллов, но затем напряже- 
ние сыгранных партий и позднее время брали свое, и в 
остальных двух партиях уровень игры понижался до 
11 баллов. Спортивная форма Феликса не была подвер- 
жена никаким колебаниям. Его игру доктор Шарадек 
неизменно оценивал 14 баллами. 

Приведенные выше числа следует понимать в том 
смысле, что если шахматист, играющий на а баллов, 
встречается с щахматистом, играющим на 6 баллов, 
причем а>6, то первый шахматист всегда выигрывает. 

Требуется найти средкее число побед О над E, Е над 

и Рнад Д и, кроме того, оценить «среднюю силу игры» 
аждого из завсегдатаев шахматного клуба — О, Ε и F. 
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80. Метр доктора Шарадека. Ὁ магазинах, где про- 
даются мануфактурные товары (полотно, оберточная 
бумага, веревки и т. д.), пользуются деревянным мет- 
ром с сантиметровой шкалой. Как известно из книги 
«Сто задач», метр доктора Шарадека несколько отлн- 
чается от метра, которым пользуются продавцы мага- 
3HHOB *. 

Для каких из перечисленных (а также неназванных) 
выше товаров метр Шарадека удобнее обычного, при- 
меняемого продавцами? 


87. Термометр доктора Шарадека. У доктора Шара- 
дека имеется термометр с двумя шкалами: Реомюра Ἡ 
Цельсия. Кто-то ехидно заметил, что не хватает лишь 
шкалы Фаренгейта. 

— Отнюдь, — ответил Сильвестр Шарадек, — доста- 
точно знать обычное сложение, чтобы, взглянув на мой 
термометр, вы узнали температуру по шкале Фарен- 
гейта! | 

Как это сделать? 


88. Доктор Шарадек и большая политика. Сильвестр 
Шарадек направил недавно в ООН пространное письмо 
с протестом против плана, обнаруженного им в доку- 
ментах секрезариата. 

План предусматривал раздел земного шара на 506- 
ластей (Европа, Азия, Америка, Африка, Океания} и 
создание в каждой из них по одной станции междуна- 
родного контроля, в задачу которой должно было вхо- 
дить наблюдение за строгим соблюдением международ- 
ного права в пределах области. Расстояния между стан- 
циями, по замыслу авторов плана, должны быть не 
менее 10000 км. 

Что вызвало гнев и возмущение нашего знаменитого 
дипломата? 





* См. в книге Г. Штейнгауза «Сто задач» задачу 94. 

В отличие от обычного метр доктора Шарадека имеет в начале 
оковку длиной в 1/2 см. Это позволяет особенно просто измерять 
(2 точностью до !/> см) длину отрезка. Если начало А отрезка АВ 
совмещено с обрезом оковки и конец В оказался между штрихами 
сантиметровой шкалы, то длина отрезка АВ в сантиметрах совпа- 
дает с числом, стоящим между теми штрихами, против которых 
оказался конец В. Если конец В совпал с меткой шкалы между 
числами Ми N-+ 1, то длина отрезка АВ равна М + 1/2 см. — Прим. 
перев. 
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. 89. Чаша и столицы. Доктор Шарадек, не прибегая 
к помощи атласов и глобусов, решил следующую за- 
дачу 

Существует ли сферическая чаша, покрывающая 5 
поверхности Земли и охватывающая ровно 20 столиц го- 
сударств — членов ООН, в которой к тому моменту на- 
считывалось 10] государство? 


90. «Патомат». Как известно, доктор Шарадек — зна- 
менитый шахматист. В решающей партии матча на зва- 
ние чемпиона мира по шахматам (в которой достойный 
маэстро играл белыми) его противник, известный венгер- 
ский шахматист Кедараш, сделав ход Kg5—f7, объявил 
шах и уже торжествовал было победу. Но... доктор Ша- 
радек доказал, что позицию, в ксторой находятся бе- 
лые, нельзя считать ни матом, ни патом, поскольку она 
сочетает в себе черты того и другого. Невиданное шах- 
матное явление, по мнению Шарадека, правильнее было 
бы называть «патоматом». По решению судейской кол- 
легии звание чемпиона мира по шахматам разделили 
оба участника матча. 

Какая позиция сложилась на доске после хода чер- 
ных Κρο — [τρ 


91. Доктор Шарадек — бильярдист. У доктора Ша- 
радека имеется круглый бильярд. В борту бильярда 
прорезано отверстие. Игрок ставит бильярдный шар на 
диамегр круга, проходящий через отверстие, и, прице- 
лившись, бьет по нему кием так, чтобы, отразившись от 
борта, шар попал в отверстие. Шар может двигаться по 
трем траекториям: прямолинейной (отражение от точки, 
диаметрально противоположной той, в которой проре- 
зано отверстие, когда шар движется по диаметру круга) 
и двум ломаным, симметричным относительно диаметра, 
проходящего через отверстие. 

Доктор Шарадек мимоходом сообщил мне, что он 
всегда выбирает начальную точку так, чтобы длины всех 
трех возможных траекторий бильярдного шара былн 
одинаковыми. Длина прямолинейной траектории дейст- 
вительно мало отличается от длины ломаных траекто- 
рий. Например, если за единицу длины принять радиус 
бильярдного стола, то для шара, отстоявшего в началь- 
ный момент на расстояние 1,5 от отверстия, длина 
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прямолинейной траектории составляет 2,5, а длина лома- 
ной — около 2,6. 

Можно ли выбрать начальное положение бильярд- 
ного шара так, чтобы между длинами прямолинейной 
и ломаных траекторий достигалось точное равенство? 


92. Квадратура круга. Такое название дал сам док- 
тор Сильвестр Шарадек следующей задаче из области 
каргографии. 

Представим себе остров, береговая линия которого 
имеет форму идеальной окружности. Как начертить 
квадратную карту такого острова? | 

Великий маэстро любезно пояснил, что отображение 
острова на карту должно быгь таким, чтобы береговая 
линия переходила в контур квадрата и масштаб точно 
сохранялся, то есть все части острова, имеющие одина- 
ковую площадь, должны переходнть в равновеликие об- 
ласти на карте. 


СПОРТИВНЫЕ ЗАДАЧИ 


93. Три бегуна. Три бегуна A, В и С систематически 
соревновались в беге на 200 м и после каждого забега 
записывали, кто из них пересек линию финиша первым, 
кто — вторым ин кто — третьим. По окончании спортив- 
ного сезона выяснилось, что в большинстве товарище- 
ских соревнований А опередил В, бегун В — также в 
большинстве случаев — оказался более быстроногим, 
чем С, а С—также в большинстве случаев — добился 
лучших результатов, чем А. 

Каким образом это получилось? 


94. Спортивные соревнования. Так называемая 
олимпийская система определения чемпиона (принятая, 
например, втеннисных турнирах) состоит в следующем. 
Все участники соревнований тянут жребий и разби- 
ваются на пары (для простоты мы будем предполагать, 
что число участников равно 8). Победители в каждой 
паре становятся участниками (их уже только 4) встреч 
второго круга. Два победителя встреч второго круга 
переходят в третий круг. После розыгрыша финала 
определяется победитель — чемпион соревнований. Оч 
получает первый, а его соперник — второй приз, 
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Предположим, что каждый участник соревнований 
обладает вполне определенной силой так же, как каж- 
дый предмет обладает вполне определенным весом, H 
что более сильный спортсмен всегда побеждает слабого 
(подобно тому как чаша весов с более тяжелым пред- 
метом всегда перетягивает чашу весов с более легким 
предметом). При этом условии олимпийская система 
определения чемпиона справедлива, поскольку первое 
место достается сильнейшему участнику соревнований. 
Однако олимпийскую систему нельзя считать справед- 
ливой по отношению к спортсмену, занявшему второе 
место: OHO всегда остается за участником соревновании, 
вышедшим в финал, но потерпевшим поражение от чем- 
пнона. 

Какова вероятность того, что второе место займет 
второй по силе участник соревновакий? 


95. Еще раз о спортивных соревнованиях. Когда из 
соревнованнй, проводившихся по олимпийской системе 
(см. предыдущую задачу), выбыли все участники, кроме 
пяти, к оставшимся участникам добавили... трех фик- 
тивных участников («мертвые души») и общее число 
участников снова составило 8. Предположим, что после 
жеребьевки все «мертвые души» оказались в конце 
списка участников (то есть «вытянули» номера 6, 7 и 8). 

Какова вероятность того, что среди участников сорев- 
нований второе место по праву займет второй по силе 
спортсмен? 


96. Мотоциклетные гонки. Один из многочисленных 
энтузиастов гонок по гаревой дорожке был вынужден 
пропустить интереснейшее состязание и узнал от своих 
знакомых, что гонщиков было столько же, сколько за- 
ездов, что каждый гонщик мог померяться силами с лю- 
бым другим гонщиком лишь в одном заезде и что в 
каждом заезде, как обычно, стартовали четыре гон- 
щика. 

Полна ли информация, полученная любителем мото- 
циклетных гонок по гаревой дорожке? 


97. Заминированная шахматная доска. Некоторые 
поля шахматной доски заминированы так, что при лю- 
бом выборе начальной позиции король не может пройти 
от левого края доски до правого. Доказать, что в этом 
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случае от верхнего края доски до нижнего ΠΟ одним лишь 
заминированным полям можно пройти ходом ладьи. 
Доказать также обратное утверждение. 


98. Ладьи на шахматной доске*. Возьмем шахмат- 
ную доску с одинаковым числом горизонталей и верти- 
калей, которая от обычной шахматной доски будет от- 
личаться тем, что распределение черных и белых полей 
на ней может быть произвольным, лишь бы в каждой 
вертикали было по крайней мере одно белое поле и по 
крайней мере одна вертикаль состояла целиком из бе- 
лых полей. Мы говорим, что нам удалось расставить 
ладьи на шахматной доске (а у нас ‘имеется достаточ- 
ный запас ладей, так что недостатка в них возникнуть 
не может), если выполняются следующие условия: 

1} ладьи стоят только на белых полях; | 

2) на шахматной доске стоит по крайней мере одна 
лалья; .. 

3) ладьи не атакуют друг друга (то есть расстав- 
лены так, что одна ладья не может бить другую); 

4) каждое белое поле, не занятое ладьей, но ата- 
куемое ею по горизонтали, находится также под угрозой 
некоторой ладьи по вертикали. 

Доказать, что ладьи всегда можно расставить, не 
нарушив при этом правила |---ᾱ. 


99. Трехмерная шахматная доска. На шестнадцати- 
клеточной шахматной доске можно расставить 4 фи- 
гуры так, чтобы на любой горизонтали, любой верти- 
кали и на любой из болыних днагоналей стояла ровно 
одна фигура. 

Возьмем теперь куб, сложенный из 64 маленьких ку- 
биков. В таком кубе можно выделить 12 слоев (12 шест- 
надцатиклеточных шахматных досок, сложенных из ма- 
леньких кубиков). 

Доказать, что в клетках-кубиках большого куба 
можно расставить 16 фигур так, чтобы в каждом слое 
на любой горизонтали и на любой вертикали стояла 
ровно сдна фигура. 





* См. также задачу № 81 в книге Г. Штейнгауза «Сто задач». 
Приведенное там решение неполно: в нем рассмотрены лишь два 
частных случая. — Прим. перев. 
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100. Еще раз о трехмерной шахматной доске. Куб, 
разбитый на меньшие кубы, можно рассматривать как 
трехмерную шахматную доску. Обычная шахматная 
доска содержит 8 == 64 квадратных поля. Трехмерная 
шахматная доска состоит из 83 = 512 кубиков. Постро- 
ить ее можно, взяв куски проволоки длиной в 8 единиц 
и расположив их так, чтобы одни куски были парал- 
лельны оси 2 и проходили на плоскости уг через точки 
с координатами х =p, y=q (ри 6-- целые числа}, 
другие — параллельны оси у и проходили на плоскости 
хг через точки х=р, 2==4, третьи — параллельны 
оси Χ и проходили на плоскости уг через точки у = Р, 
= = 4. Целые числа р, ᾷ во всех трех случаях принимаюг 
значения 0, 1,2, ..., 8. 

Требуется расставить 64 ладьи на 64 из 512 «клеток» 
трехмерной шахматной доски так, чтобы ни одна ладья 
не угрожала другой. Ладья на трехмерной доске, по- 
мимо обычных — горизонтальных — ходов, может ходить 
на любое расстояние по вертикали. Ладьи следует рас- 
ставить так, что на какую бы из свободных клеток мы ни 
поставили шестьдесят пятую ладью, она непременно 
должна оказаться под ударом одной из 64 ладей, 


Приложение 


ЗАДАЧИ ДЛЯ МЛАДШИХ ШКОЛЬНИКОВ 


А. Два треугольника. Имеются два треугольника. 
Каждая сторона первого треугольника больше любой 
из сторон второго треугольника. Следует ли отсюда, что 
площадь первого треугольника больше площади вто- 
рого? 


Б. Дальномер. Прямоугольный кусок картона под- 
нимем перед собой на уровень глаз. Плоскость картона 
должна быть вертикальной, а верхний край листа дол- 
жен располагаться параллельно прямой, проходящей 
через зрачки, на уровне зрачков. Зажмурив левый глаз, 
мы увидим, как правый край листа картона совместится 
с деревом, о котором известно, что расстояние до него 
меньше 4 м. Зажмурив правый глаз и открыв левый, мы 
увидим, как дерево переместится по отношению к листу 
картона влево до некоторой точки, которую мы обозна- 
чим крестиком и напишем под ней цифру 4, 
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Построить геометрическую теорию описанного при- 
бора для измерения расстояний на местности. 


В. Устный счет. Считаем вслух: один, два, три, ..., 


десять, одиннадцать, двенадцать, ..., двадцать, три- 
дцать, ..., девяносто, сто, двести, ..., девятьсот, Ты- 
сяча, две тысячи, ..., десять тысяч, двадцать тысяч 
ИТ. Д. 


Сколько чисел мы успеем назвать при таком способе 
счета, пока дойдем до миллиона? А до миллиарда? 


Г. Экономичная кастрюля. Пользуясь методами 
дифференциального исчисления или более элементарно 
можно показать, что расход жести на изготовление ци- 
линдрической консервной банки минимален, если вы- 
сота банки равна ее ширине, то есть диаметру основа- 
ния. Опираясь на этот результат и не прибегая более к 
дифференциальному исчислению (и даже не производя 
вообще никаких выкладок), доказать, что расход мате- 
риала на изготовление цилиндрической кастрюли (без 
крышки} минимален, если высота кастрюли равна по- 
ловине ее ширины, то есть радиусу днища. 


Д. Скакуны. Как известно, доктор Шарадек велико- 
лепно разбирается в лошадях. Недавно он поразил своих 
приятелей рассказом об иноходцах, колыта которых при 
беге касаются земли в иной, чем у рысаков, последова- 
тельности. Доктор Шарадек заявил также, что знает, 
сколько существует различных типов лошадей (различ- 
ных в том смысле, что они отличаются один от другого 
последовательностью касания земли копытами). 

Чему равно максимальное число типов лошадей по 
классификации доктора Шарадека? 


Е. Четырехугольник. Точки А, В, С, О) —вершины 
параллелограмма. Точка Р не лежит ни на одной из 
прямых, определяемых сторонами параллелограмма. 

Доказать, что существует четырехугольник с верши- 
нами в точках Р, Q, К и 5, такой, что середины его сто- 
рон РО, QR, RS и SQ совпадают с точками А, В, Си). 


РЕШЕНИЯ 


1. Предположим, что окружность с центром в точке (5, УЗ) 
и радиусом г проходит по крайней мере через два узла решетки 
(Xs, Yi) и (Χο, Yo), где хи, X2, ув Yo — натуральные числа или нули 
H либо Χι πε х2, либо у! 52 yo. Тогда расстояние от каждой из этих 
точек до центра окружности равно ее радиусу г: 


г= У (и -— У) (и- УЗ)? 
r= У (и —V2)? (у, УЗ». 


Возведя правые части этих равенств в квадрат и приравняв их 
одну другой, получим 


(4. —V2) + (yi —У3)* = (2 — И 2) + (у, — V3)’. 


Из последнего равенства после несложных преобразований 
найдем 


2 (хо — х) 24-2 (ο — у) Уз =ю- жми. 


Итак, в силу сделанного предположения должно выполняться 
равенство 


αγ 9 + ЬУЗ = с, 


где а, 6, с — целые числа (в том числе и нули). Но число aV2 -- 


+6Y3 npn всех целых отличных от нуля значениях а и 6 иррацио- 
нально, в правой же части равенства стоит число с, равное либо 
нулю, либо отличному от нуля целому числу. Следовательно, это 
равенство может выполняться лишь в том случае, если а=6=с==0, 
то есть если вопреки сделанному предположению αι = X2 и И! = Yo. 
Таким образом, предположение о том, что окружность с центром в 


точке (У2, УЗ) и радиусом г проходит по крайней мере через 
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два узла целочисленной решетки, приводит к противоречию. Отсюда 
мы заключаем, что в зависимости от радиуса такая окружность 
проходит либо через один узел решетки, либо не проходит ни через 
один из узлов решетки. 


2. Эта задача решается особенно легко, если воспользоваться 
решением предыдущей задачи. Действительно, рассмотрим окруж- 


ность с центром в точке (У2, УЗ) и переменным радиусом г. 
Если радиус г выбран достаточно малым, то внутри окружности, 
очевидно, не лежит ни один узел решетки. Перенумеруем теперь 
все узлы решетки следующим образом. Пусть Р. означает бли- 


жайший к точке (У, УЗ) узел решетки; Ρο — узел решетки, 
ближайший к точке (Ψ 2, УЗ) среди всех узлов, кроме ΡΙ; вообще 
Pp — узел решетки, ближайший к точке (Υ 9, УЗ) среди всех узлов 
решетки, кроме Р,Р., ....Р„_.. Пусть г, — расстояние от узла P, 


as = Sons. os στ 
πο TOUKH (у 2. Уз ). Выбирая ближайший к точке (2, V 3) узел 
среди оставшихся после выбрасывания очередного узла, мы после- 
довательно перенумеруем все точки плоскости, причем их расстоя- 


HHA ΓΙ, Го,... OT Центра окружности (V2, у 3) будут образовы- 
вать монотонно возрастающую последовательность: - 
<” < г. <... < гп < Га! а 
Действительно, если бы при каком-то п выполнялось равенство 
Γη = Γπι, ТО это означало бы, что существуют два различных узла 
решетки, находящиеся на одинаковых расстояниях от точки (V2, 


УЗ). Однако, как следует из решения предыдущей задачи, это не- 
ВОЗМОЖНО. 

Выберем теперь последовательность чисел Ro, Ri, К», ‚„., так, 
чтобы выполнялись неравенства 


δρ στις Κι τος ВЮ. <г.<.... 


Тогда окружность с центром в точке (У2, УЗ) и радиусом Ri 
будет содержать ровно { узлов решетки, а именно узлы Py, Ρο, Р,... 


ο 5 ο ο ο 
ο ο ο ο ο ο ο ο 
9 ο ο о 
ο ο ο ο ο ο 
ο ο ο ο ο ο ο ο 
Рис. 2, Рис. 3, 
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ove, £3. Окружность радиуса Ко не содержит внутри себя ни одного 
узла решетки. 
Аналогично можно показать, что на поверхности сферы с цен- 


тром в точке (V2, ИЗ, Ι 5) всегда лежит не более одного узла 
пространственной решетки. Следовательно, в трехмерном простран- 
стве существует сфера, внутри которой находятся ровно п узлов 
решетки. 


3. В некоторых случаях мы будем довольствоваться достаточно 
подробным рисунком, поскольку доказательства в случае необходи- 
мости восстанавливаются без труда. 

а) На рис. 2 показана наибольшая окружность, внутри которой 


не содержится ни одного узла решетки. Диаметр ее равен У 2. 

6) Наибольшая окружность, внутри которой содержится ровно 
один узел решетки, показана на рис. 3. Ее диаметр равен 2. 

в) На рис. 4 изображена наибольшая окружность, внутри кото- 
рой содержатся два узла решетки. Ее диаметр равен У 12 -} 22 = у 5. 

г) На рие. 5 показана наибольшая окружность, внутри которой 
содержатся 3 узла решетки. Вычислим ее днаметр. Эта окружность 


описана вокруг треугольника АВС со сторонами АВ = АС =Уб и 


BC=V2. Высота А и площадь $ треугольника АВС равны соот“ 
ветственно 





Из выражения для радиуса Ю опгсанной окружности получаем 


АВ.ВС.СА 5ΥΣ 
о а ав ae 
Следовательно, искомый диаметр равен 5 V 2/3. 


д) Окружность диаметром V32+12 12 = 10, изображенная 
на рис. 6, — наибольшая из окружностей, содержащих внутри себя 
4 узла решетки. 





о ο о о о о ο 

о о о ρ 

ο ο ο ο 

ο ο ο ο ο ο 5 ο ο ο 
Рис. 4, Рис. 5. 
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Рис. 6. Рис. 7. 


е) Этот случай не только наиболее интересен, HO -H наиболее 


труден. На рис. 7 изображена окружность днаметром 2V2, содер- 
Kalan внутри себя пять узлов’ решетки, Однако это не наибольшая 
{как могло бы показаться) из окружностей, содержащих внутри себя 
пять узлов решетки. Вернемся к рис. 6. Изображенная на нем окруж- 
ность охватывает лишь четыре узла. Немного сдвинув ее, можно 
добиться того, что внутрь окружности попадут сразу по крайней 
мере три новых узла. Отсюда ясно, чго диаметр окружности, содер- 


жащей внутри себя пять узлов решетки, должен быть меньше J’ 10 
н, следовательно, меньше днаметра окружности, внутри которой 
содержатся четыре узла решетки. Покажем (п это наиболее иите- 
ресно), что окружности, содержащей внутри себя ровно пять узлов 
решетки, вообще не существует. 

Рассмотрим узлы решетки, изображенные па рис. 8. Попытаемся 
найти окружность, содержащую внутри себя точки Py, Po, Рз, Рён 
пятую точку Ps, Центр наиболь- 
шей окружносги, содержащей точ- 
ки Ра, P2, Рз, Py, находится в точ- 
ке О, a ее раднус равен ОР. Про- 
ведем биссектрису угла РзОРт. 
На биссектрисе выберем точку Q, 
лежашую на достаточно близком 
расстоянини от точки О, и прове- 
дем окружость с центром в точке Q 
Ἡ радиусом, равным отрезку ΟΡι. 
Нетрудно проверить, что точка Ps 
попадает внутрь этой окружности, 
поскольку ОР; < QPi = ОР-. 
Столь же легко убедиться в том, 
что при перемещении центра окруж- 
ности радиуса ОРз из точки О в 
точку Q ни один другой узел решет- 
Puc, 8, ки He попадает внутрь окружности 
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и па OSH из ранее лежавших взпугри овкружпосги узлов не оказы-т 
вается вне окружности. Следовательно, выбирая точку Q достаточно 
близко к точке О, можно получить окружность раднуса, мало отлн- 


чающегося от OP; = 10, внутри которой содержатся пять узлов 


решетки. Но окружность раднуса У 10 может содержать внутри себя 
либо четыре узла решетки, либо сразу семь узлов. Ни пяти, ни 
шести узлов внутри такой окружности содержаться не может. Нан- 
большая окружность, внутри которой содержатся шесть узлов ре- 


шетки, HMeeT диаметр 3 (то есть меньше У 10). Диаметр, прево- 


сходящий γ 10, нмеет лишь наибольшая окружность, внутри которой 
заключены семь узлов решетки. 


4. Днаметры окружностей 41, 42, ds, dy, внутри которых содер- 
жатся узлы решетки, удовлетворяют неравенствам 


0<4,<2, 1<4, <У5, 


5V2 
asaya αν 2<d,<V10. 


Следовательно, диаметр ἆ окружности, внутри которой в зави- 
симости от ее положения могут находиться |, 2, 3 или 4 точки ре- 
шетки, должен одновременно удовлетворять всем четырем неравен- 
ствам, или, что то же, неравенству 


У2 <а<? 


Окружность с диаметром, удовлетворяющим этому неравенству, 
нельзя передвинуть так, чтобы внутри нее оказалось 6 узлов решетки, 
поскольку, как видно из рис. 9 диаметр таких окружностей 
должен быть больше 2. Тем более невозможно передвинуть окруж- 
ность диаметром 4 < 2 Tak, чтобы внутри нее оказалось менее 5 уз- 
лов решетки. Следовательно, внутри окружности диаметром 4, удо- 
влетворяющим неравенству V2<d<2, могут находиться лишь 
1, 2, 3 или 4 узла. Таким образом, ответ на первый вопрос задачи 
получен. 
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Рис. 9. Рис. 10. 
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Рис. 11. Рис 12. 


Для решения второй части задачи воспользуемся предыдущей 
задачей. Мы уже знаем, что наибольшая окружность, внутри кото- 


рой содержатся 4 узла рещетки, имеет диаметр, равный У 10, 
а окружность, внутри которой содержатся 5 узлов решетки, должна 


иметь диаметр меньше У 10. Следовательно, окружность диаметром 


У 10 нельзя сдвинуть в такое положение, в котором внутри нее 
содержалось бы 5 узлов решетки. 

Аналогично можно показать, что внутри окружности днаметром 
У 10 не могут находиться 6 узлов решетки. Однако такую окруж- 
ность можно сдвинуть так, чтобы внутри нее оказалось 7 (рис. 10), 
8 (рис. 11) или 9 (рис. 12) узлов решетки. 

Рассматривая различные группы из 10 узлов решетки, нетрудно 
убедиться, что диаметр окружности, охватывающей 10 узлов, дол- 


жен быть больше У 10. Следовательно, внутри окружности диамет- 
ром И 10 не могут находиться 10 узлов решетки. 


5. Условие а? -{ 4? = δὲ -- с? означает, что пары чисел а, 4 и 
b, с могут быть длинами катетов двух прямоугольных треугольников 
с общей гипотенузой. 

Возводя обе части равенства а + d = ὃ с в квадрат и исполь- 
зуя предыдущее условие, получаем, что ad = be или что наши пря- 
моугольные треугольники имеют одинаковую площадь. Следовательно, 
высоты, опущенные из вершин прямых углов на гипотенузу (рис. 13), 
равны. Кроме того, рассматриваемые прямоугольные треугольники 

подобны, так как 


Actga+ Вс (90° — a) = 
= H ctgB+ H clg (90° — В), 


но поскольку A = НЯ, το 
clea -Γίρα-- сы В + 165 В, 


или, наконец, 51 2% = sin2B Таким образом, 
& = В при 0 < а < 90°. Следовательно, ка- 
теты треугольников попарно равны, что про- 
Рис. 13. тиворечит условию 0<а<в<с<а. 
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0. Докажем прежде всего, что если бы ответ на поставленный 
вопрос был положительным, то есть если бы разбиение отрезка [0, 1], 
о котором говорится в условиях задачи, было возможно, то функция 
[(х) должна была бы на отрезке [0,1] удовлетворять неравенству 
f(x) σε x, 

Действительно, предположим, что при некотором хо из [0, 1] 
справедливо равенство [(αο) = хо. По условиям задачи, если хо ЕД, 
то [ (хо) е В. Но это бы означало, что хо одновременно принадлежит 
непересекающимся множествам А и В. Полученное противоречие πο" 
казывает, что f(x) 52 x при всех x & (0, 1]. 

Из условий задачи следует, что 0 = f(x) <1 и, в частности, 
ος Ко) <1 и O<f(l) <1. Однако поскольку [(0) =0 и 
fl) = 1 то0—< Но) <i nO0<f(l) < 1. 

Введем новую функцию ф(х), положив 


ф(х) = F(x) — x. 


Нетрудно видеть, что 
Ф (0) =} (0) 20 


g (1) = РО —1<9. 


Функция ~(x) — как сумма двух непрерывных на отрезке [0, 1] функ- 
ций — непрерывна на отрезке [0,1]. Поскольку на концах отрезка 
она принимает значения различных знаков, то (в силу известного из 
анализа свойства непрерывных функций} в некоторой точке отрезка 
[0,1] она должна обращаться в нуль. Обозначим эту точку 8 
(0 < Е <1). Тогда ф(&) = 0, то есть [(&} —Е = 0, откуда f(E) =, 
что, как мы видели ранее, невозможно. 


7. Обозначив число И; + V3 + V5 ΕΤΕ... через x, 


получим уравнение x = V54 Уз+ Ух, из которого значение х 
можно найти методом последовательных приближений. При x = 2 
правая часть уравнения равна 2,69, а при x = 3— равна 2,73. 
Следовательно, истинное значение х заключено между 2,69 и 2,73. 
Следующий шаг приводит к приближенному значению х αὖ 2,718. 
Таким образом, число х меньше 3. 

Возможен и другой подход к решению задачи. Уравнение 


х = V5 + V3 +Ух после элементарных преобразований приво- 
дится к виду x* — 10x? —x + 22 = 9. Искомое число совпадает с 
одним из корней этого уравнения. Нетрудно увидеть, что x = —2 
удовлетворяет уравнению. Разделив левую часть на x + 2, получим 
кубическое уравнение хз — 2х2 — 6х +11 = 0. Приближенные значе- 
ния его корней (с точностью до 1076) равны x1 = 2,718709, x2 =; 
= 1,683969 и хз = 2,402678. Все три корня меньше 3. Число, о кото- 


ром говорится в условии задачи, совпадает с первым корнем хи =; 


= 2.718709. Итак, ИИ: ИЕ 

Интересно, что рассмотренное нами число х служит хорошим 
приближением числа е поскольку е ^ 2,71828[1 с точностью до 10-8, 
TO x —e < 0,0005. 
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последнее замечание позволяет сделать некоторые геометриче+ 
ские выводы из приведенных ранее рассуждений. Как известно, 
число е трансцендентное (то есть оно не является корнем ни одного 
алгебраического уравнения с рациональными коэффициентами) и его 
нельзя построить с помощью циркуля и линейки, если задан единич- 
ный отрезок. Приближенное же равенство 


πι γε γς γα 


позволяет приближенно строить е. Действительно, нетрудно прове 
рить, что 


V a УИ Е V5+V3 = 2718. 


Число, стоящее в левой части равенства, можно получить из 1 
с помощью конечного числа сложений и извлечення квадратного 
корня. Следовательно, это число допускает построение с помощью 
циркуля и линейки. Вот как это делается. 








κ. 





Рис. 14. 
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Построим прямые, пересекающиеся под прямым углом в точке О 
(рис... 14). На прямой Ох отложим отрезок ОА = | и отрезок ОВ = 3 
и, описав на АВ как на диаметре полуокружность, получим на 
прямой Оу отрезок` OD=Y 3. Отложив далее на прямой Oy 
отрезки DE=5 и OF =1, опищем на ЕЁ как на диаметре полу- 


окружность. Поскольку ED=5-+ УЗ и ОР=1, то Об == Уз + V3, 
где С — точка пересечения прямой Ох co второй полуокружностью. 
Отложив на прямой Ох отрезки ВН =3 и ОА==1, с помощью 
полуокружностн, описанной на АН как на диаметре, построим 


отрезок OK=V3+V5+4V3, затем аналогичным способом от- 


резок OL = Из + V3 + V5 -- V3 и т. д. После восьмикратного 
повторения описанной нами конструкции получим отрезок х == 2,718. 


8. Эта интересная, хотя и не сложная, задача возникла в теории 
аппроксимации иррациональных чисел рациональными. 

Не ограничивая общности, можно считать, что р и 9— нату- 
ральные числа. Действительно, если бы р и 4 имели различные зна- 
KH, то для ΗΗΧ выполнялось бы неравенство 


Иры a >V2 
и тем более — неравенство 


πο Е 
У? P| > зат 





Если же оба числа были бы отрицательными, то, положив 
р: = —р, 49: = —9, мы бы свели задачу к доказательству неравен- 


ства 
v2 ον ee 
q 


>—, 
i 391 





где р! и д: — натуральные числа. 
Рассмотрим сначала случай, когда pla>V2. Предположим, 
что р/а < 1,55. (Поскольку У2 < 1,45, дроби р/д > 1,55 отличаются 


от ¥2 более чем на И, в то время как дробь 1/34?, начиная 
с 9=2, меньше '/ю. Таким образом, для р/4 >1,55 искомое Hepa- 


венство заведомо выполняется.) 
Итак, пусть р/4 < 1,55. Имеем 


р } p? — 29? 
= 
9 9 

Поскольку число р? — 24? натуральное, то 


р \* 1 
ο 


откуда 
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и, следовательно, 


μα νο ας σας 
9 7 4 р9-+У? 


ΟΤΕ р/9 < 1,55, то ϱ/ᾳ + У? < 1,55 + 1,45 =3. Следовательно, 


—_—__—— > —. Таким образом, если р/а > V2, то 
р/9-+У2 3 


И 
4 Vie 347’ 
что и требовалось доказать. 
Если же 0<p/q<V2, то 
=) er 2, 
откуда 


pa ! Е 1 
у? а πω μα ναι σα 
9 9 V2+pla” gq? 2¥2~ 34? 


Таким образом, при 0<р/а<У?2 справедливо неравенство 


5. δ. | 
V2 άστυ 


Поскольку при целых р и 4 равенство p/g==W2 невозможно, 
искомое неравенство доказано для всех пар целых чисел р и 9, 


9 & 0. 

9. Доказательство того, что & не может принимать значений, 
заключенных в интервале [!/», 2/4], проведем от противного. Пред- 
положим, что Ё удовлетворяет неравенству 1/2 < & < 2/3, Обозначим 
через & непрерывную дробь 

1 
1 9 


аз + аз... 


1 
Тогда & == вы, откуда 


1 | 
р σαν 
2 За-Е, < 
3 


$2] 15 


ο Sut & <. (+) 


Поскольку, как нетрудно проверить, 0 < Ё: < 1, то αι = 1. В περε- 
становку {απ} каждое натуральное число входит один и только один 
раз. Следовательно, а» >> 2, но тогда величина ξι должна удовлетво- 
рять неравенству & < !/. Это противоречит неравенству (*), со- 
гласно которому Ta же величина Ё должна удовлетворять неравен- 


ству 12 ЗЕ = |. 
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Полученное противоречие показывает, что исходное предположе- 
ние о том, будто ἕ & [1], 2/3], неверно. Таким образом, ἕ & [1/›, 2/1], 
что и требовалось доказать. 

В действительности в открытом интервале (0,1) существует бес- 
конечно много интервалов (отличных от [!/2,2/3] и один от другого), 
сплошь заполненных «недоступными» для Ё значениями. Приведем 
лишь несколько примеров: [?/1о, 3/4], (5/7, В/ча], [9/45, /в] и т. д. Дока- 


зательство «недоступности» каждого из них не представляет трудно- 
: 2k 1 
сти. «Недоступным» для & будет и каждый интервал вида ЗЕ μα’ 


k+ 1 
112 | где R=], 2, 3, 4,..., (при Ё =! мы получаем рас- 
смотренный интервал [*/», 2/3]). Доказательство «недоступности» и 
в этом случае несложно и проводится аналогично первой части ре- 


шения задачи. 


10. Пусть {απ} — последовательность положительных чисел, удо- 
влетворяющая условиям задачи. Поскольку An — Qn41 = ааа >> 0, 
то последовательность {απ} убывающая, а поскольку ee члены по- 
ложительны, то она ограничена. 

Рассмотрим последовательность 


{on} =} anti + IFS ant, 


Докажем, что между ее членами существует соотношение 


| 5 
Действительно, 
1--У5 1—V5 
bati + bn tt = Ante + πο a 7 


—У5 5 1 ИБ. 
ο В ag) ο anys + ος 
14+V5 


+ λα... @п+2 + ап+1 — ап =0. 


Отсюда, в частности, следует, что 
= \ft 
1+ ИБ 
δῃ = А oA Бо. 
| 1+V5 
Однако поскольку -- προ > 1, а рпоследовательность 
{6„} ограничена, то 8, = 0. Следовательно, bn == 0 не только при 
= 0, но и при всех натуральных я, откуда 


V5—-1 
Gna og 10: 
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а поскольку a) = 1, TO 
ан = στι) 
п 9 e 


Таким образом, свойства, указанные в задаче, однозначно опре“ 
деляют последовательность. 


12. Рассмотрим числовую последовательность, определенную со- 
отношениями 


ay = 2, a,=a,_)—0 при Π 3. (1) 


Докажем, что все а» удовлетворяют неравенству 
an> в. (2) 
Непосредственной проверкой убеждаемся в том, что неравен- 
ство (2) выполняется для ао, Qy, G2, аз. Предположим, что ак > R 
для некоторого А > 3, Тогда в силу определяющих соотношений (1) 
2 

On, а (ЕЕ = 1. 
Поскольку для k > 3 справедливо легко проверяемое неравен- 
k?—k—I>rk+l, 

а > I, 


что и завершает доказательство. 
Из полученного неравенства следует, что 


ство 


TO 


ап>0 для любого η 330. (3) 


Из определяющих соотношений для а» и неравенства (3) полу- 
чаем последовательно цепочку неравенств 


а > 0, a,=[(aj — 1) -2) —3>0, 
a, - αὖ -- 1350, a,=([(a5 — 1)’ — 2]? — 3}? —4>0, 
a= (a5 — 1)’ —2>0, ο anni Cae Se abe we! ο ae Ge Зв, ee 


Разрешая их относительно а), получаем 


ay >0, a>Vi- Vo4¥3, 





ay > I, ш>И 1+ Vo4 V34+V4, 
> Ут У2, * © e © © © » ο © © © © ο в 
и т. д. Вообще, для любого натурального п 
a =2>V 1+ И2+ V3+...4 Ил. 
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13. Ответ на вопрос задачи отрицателен: треугольника с указан- 
ными в условии задачи свойствами не существует. Докажем это. 

Пусть АВС — треугольник, длины сторон которого выражаются 
натуральными числами а, бис (рис. 15), и пусть высота СВ равна 
основанию треугольника ВА. 

Заметим прежде всего, что а πε (в противном случае должно 
было бы выполняться равенство (24а)? = 563, что невозможно). He 
ограничивая общности, предположим, что а >> 6. (Заметим, что не- 
равенство В = с выполняться также не может.) 

Учитывая соотношения между элементами треугольника, полу- 
чаем следующую систему равенств: либо 


а? == с? -{ и?, (1) 

62? = c? + υἳ, (2) 

р с=и-о (3) 
либо 

а? = с? - и”, (1’) 

с? Но”, (27 

ε-- μ’ -- υ”, (94) 


где ц, и, и’, 0’ -- натуральные числа. 

Докажем, например, что числа и и и натуральные Поскольку 
а? — 6? — с? 

2ο ' 
вообще говоря, положительное рациональное число Представим его 
в виде и==р/д, где ри 9 — натуральные числа, такие, что (р, 9} =1*. 

Возведя в квадрат обе части выражения и == р/д и воспользовав- 
шись тем, что число Ё = и? натуральное, получим р? == κα, откуда 
следует, что 4 =1. Но тогда и=р и ч= с — р— натуральные 
числа. Аналогичным образом можно доказать, что числа и’н о’ тоже 
натуральные. 





а >> с, то Е=и*==а? — с* — натуральное число, а и == 





* Принятый в теории чисел символ (x,y) = 2 означает, что общий 
наибольший делитель чисел х и у равен 2. Если 2 =1, TO x HY 
взаимно простые числа. — Прим. перев. 
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Итак, решение исходной задачи сводится к решению системы 


уравнений р -. 
с=и- о, 

ре a? — 62 == и? — 02, 
εξ μ-- 0 


в натуральных числах а, 6, с, и, и, rhe a> b> с. 
Докажем *, что все решения уравнения a? — 03 = μὲ — 92 в на- 
туральных числах а, ὃ, и, 0, где а > 6, определяются выражениями 


1 | 
а == (ms + a7), р =— (ms — nr), 
Е (4) 


I 1 
и = (ns + mr), о=- (15 — mr), 


где /1, п, г, $ — натуральные числа, такие, что (n,n) = |, ms > ar, 
ns > тг, причем либо оба числа ги $ четные, либо все числа т, п, 
г, $ нечетные. Каждое решение уравнения а? — 6? = и? — 9? в нату- 
ральных числах встречается среди чисел, определяемых выраже- 
ниями (4) один и только один раз. 

Предположим, что а, 6, и, о — натуральные числа, удовлетво- 
ряющие уравнению 242 — 52 = и? — 52, Пусть $ = (а ви-+о. 
Тогда a+ ὃ = ms, и-Ро == ns, где т и п — натуральные числа, Τ8- 
кие, что (т, п) = 1. Подставляя полученные значения а + иц-о 
в уравнение (a+ 6) (а—6) = (и +1) (и —ч5), находим (а—В)т == 
= (и— υ)η. Поскольку (т, п) =1, то п] (а—6) **, а так как а >> 6, 
το а—6 = п", где г — некоторое натуральное число. Подставляя 
а—6 = пг в уравнение, преобразуем его к виду пит = (u—v)n, 
откуда и — о == тг. Разрешая равенства a+b == {7$, и о == п5$, 
а—6 = пг, и—0 = тг относительно а, 6, ци Ὁ, получаем выра- 
жения (4). 

Поскольку числа и и 9 натуральные, то должны выполняться 
неравенства ns > mr и ms >> ar, Кроме того, оба числа ги $ долж- 
ны быть либо четными, либо нечетными. Действительно, если бы 
число г было нечетным, а $ четным, то из равенства mS -++ nr = 2a 
следовало бы, что число п четное, а из равенства Π5 { тг = οι — 
что число т тоже четное. Одновременная четность т и п противо- 
речит тому, что (m,n) = 1. Если же оба числа ги $ нечетные, TO 
из равенства ms -- пг = 2a следует, что и числа т и A нечетные 
(ибо они не могут быть одновременно четными, поскольку (т, п} =1, 
и не могут быть различной четности, поскольку ms -Ё nr = 2a). Ta- 
ким образом, либо оба числа ги $ четные, либо все числа т, п, г 
И $ нечетные. 

С другой стороны, если натуральные числа т, п, Γ.Ἡ $, где 
(m,n) = 1, обладают указанными свойствами, причем aS > тг и 





* Формулировка и доказательство приводимого ниже утверждения 
заимствованы из книги W. Sierpinski, Teoria liczb, cz. If, Panst- 
wowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa, 1959, стр. 83—84. — Прим. 
перев. 

** х|у означает «х делит у», или ху делится на д». — Прим. перев, 
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ms > fr, то числа а, 0, и и Ὁ, определяемые выражениями (4), как 
нетрудно проверить, удсзлетворяют уравнению а? — 5? == и? — 02. 
Нетрудно также проверить, что каждое решение этого уравнения 
среди чисел, определяемых выражениями (4), встречается один и 
только один раз. Действительно, из формул (4) следует, что а + b= 
= MS, и о = NS. Эти равенства означают (поскольку (т, п) = 1), 
что $ = (а, и о). Отсюда мы с легкостью заключаем, что чис- 
ла $, т, п и г полностью определяются числами а, 6, и и и. Таким 
образом, наше утверждение доказано. 

Комбинируя выражения (4) с. равенствами (1) и (3) [или (2) 
и (3)], получаем 

ms? -- п2г? == 41252 + n?s? -|- 22, 
или 
(т? — п?) (52 — 72) = (п? — т?) (г? — $2) = 4n?s?, (5) 


причем (т, п) =1. 
Докажем, что уравнение (5), а следовательно, и уравнение 


(im? — п?) ($2 — г?) = 4mPr?, (5’) 


получающееся при подстановке выражений (4) в равенства (1’) и 
(3’), не имеет решений в натуральных числах. 

Не уменьшая общности, предположим, что (г,5} = 1. (Если бы 
(r,s) =d> 1, то мы могли бы положить г = dry, $ = 4$:, откуда 
(т? — п?) (51 — г) = 4 ο], где (τι $1) = 1.) 

Пусть (т? — 12, 452) =a при т >> п. Тогда т? — п? = αγ, 
452 = «6, где у и б— натуральные числа, причем (y, 6) = 1. Под- 
ставляя эти выражения в уравнение (5), получаем (52 — и?) ду = 
= nad, или (52 — г?) у = п?6. Поскольку (y,5) = 1, то 6] (52 — г?) 
и, следовательно, $2 — г2 = Вб, где В — некоторое натуральное число. 
Таким образом, Вуб = n26, или, окончательно, п? == Ву. С другой 
стороны, если α, В, у, ὃ — натуральные числа и т? — п? < ay, 
52 — г? = Вб, n? = By, 45? = a6, то (т? — п?) (51 — г?) = 41252, 

Поскольку (т? — п?, п?) ==1 (это следует из того, что (т, п) =1). 
то y = 1, а из равенств 52 — г? = Вб, 452 == a5 и 452 —4(52 — г?) = 
[= 4r? мы заключаем, что ὃ [4/2 и 61452. Однако поскольку (г,5) = I, 
то (г?,52) = 1 и, следовательно, 0|4. Таким образом, либо 6 =4, 
либо 6 = 2, либо 6 = 1. 

Если ὃ == 4, то т? — n? == $52, 52 —г2=4и2, поэтому 52 + п?=т?, 
r? + (2n)? = $2. Последнее из равенств (поскольку (r,s) = 1) озна- 
чает, что существуют натуральные числа ри 4, такие, что п = ра, 
$ = p? + 47, (р, 4) = 1. Следовательно, 52 -ἷ- п?==р* + 3р24? + gt= m2, 

Как доказал Г. Ч. Поклингтон *, уравнение х* + Ах2? -+ у = 23 
не имеет решений в натуральных числах х, у, 2 при некоторых зна- 
чениях А, в том числе при ἆ == 3. 

Если 6.= 2, то т? — п? == 952, 52 — 72 = 212, или п? -|- 253 = т?, 
r? + 2п2 = 52, Умножив обе части первого равенства на г?, а вто- 
рого — на m?, получим n@r2 +- 27252 == m2r?, тг? + 2m2n? = m?s?, от- 
куда 2m2n? + 2/255 = т?5? — п?г?. Положим х = тп, у ==1$, а: == 
[== (ms - п’)/2, by = (т; — пг)/2. Поскольку число ms? — n?r2 
четно, то числа ms и Nr либо оба четны, либо оба нечетны. Отсюда 





ΣΠ, ο: Pocklington, Proc, Cambridge Phil, Soc, 17, 108 (1914). 
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следует, что а: и 6: — натуральные числа. Петрудно проверить, что 
x? +. у? = 2αιδι, ху == a; — b?. Следовательно, xt 3x? -- у = 
= (aj + bi). Итак, мы снова пришли к уравнению Поклингтона, не 
имеющему решений в натуральных числах. 

Наконец, если 6 = 1, то т? — п? = 453, 52 — r? = и?. Из уравне- 
ния Пифагора п? -+ (25)? == т? (учитывая, что (т, п) = 1) мы за- 
ключаем, что $ — четнее число. Из другого же уравнения Пифагора 
п? + г? == s* — поскольку (r,s) = 1 — следует, что $ — нечетное чис- 
ло. Таким образом, система уравнений 

\ п? + (2s)? = πι», 
n?- Г? == 5? 
противоречива. 

Аналогичным образом можно доказать, что случай т < п, так 
же как и уравнение (5’), приводит к противоречию 

Таким образом, треугольника с целочисленными сторонами, 


у которого высота, опущенная на основание, была бы равна основа- 
нию, не существует. 


14. Нетрудно проверить, что справедливо следующее тождество: 
1 ] i ] 


ο И" On τι т n(2n-+ 1)° 
Из него следует, что уравнение 
] 1 | 1 
Е Е (1) 


имеет бесконечно много решений в натуральных числах, удовлетво- 
ряющих при а = 2n, в = 2n+1, с == п(21п + 1), d= 2n(2n+1) u 
h > 1 неравенству 

a<b<e<d. (2) 


Покажем, что не существует четырех простых чисел, удовлетво- 
ряющих уравнению (1) и неравенству (2). Доказательство будем 
проводить от противного. Предположим, что такая четверка простых 
чисел существует. Преобразуя уравнение (1), без труда получаем, 


что 
cd (b — а) = аб а— ο). 


Отсюда следует, что b|cd(6 — а) *. Поскольку число 6 взаимно про- 
сто с произведением са, το 6| (6 — а), что, однако, невозможно. 


15. Ответ на вопрос задачи отрицателен: для любых двух поло- 
жений А и В четырехгранника на плоскости можно указать путь, 
ведущий из А в В и обладающий тем свойством, что из В в А нель- 
зя вернуться иначе, чем по пути, который хотя бы частично совпа- 
дает с первоначальным. Чтобы убедиться в правильности высказан- 
ного утверждения, достаточно взглянуть на рис. 16. Отрицательный 
ЕРИНО ЗН ИЕН те ЕВЕ НЕ ЕВЕ 
* См. примечание на стр. 120. 
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ответ на вопрос задачи будет 
получен, если мы, выйдя из 
ноля А, будем обходить его по 
спирали до тех пор, пока не 
встретим поле В. 





ААА 
СЕ SY 






16. Идея задачи, как He- 
трудно догадаться, была под- 
сказапа автору конструкцией 
ротопоршневого двигателя Фе- 
ликса Ванкеля — двигателя Puc. 16 
внутреннего сгорания с вра- a Seng 
щающимся поршнем. Несколько 
лет назад схема этого необычного двигателя широко обсужда- 
лась *. В двигателе Ванкеля поршень (а по сути дела — ротор, имею- 
щий форму призмы, в основании которой лежит равносторонний тре- 
угольник} вращается внутри камеры, скользя боковыми ребрами по 
ее стенкам. (Разумеется, мы приводим лишь идеализированную гео- 
метрическую схему двигателя. В реальной конструкции между боко- 
выми ребрами ротора и стенками камеры имеются зазоры.) С гео- 
метрической точки зрения движение ротора сводится к движению 
равностороннего треугольника, расположенного внутри некоторой 
замкнутой кривой, при котором вершины треугольника скользят по 
этой кривой. Поскольку двигатель должен производить работу и 
движение ротора необходимо передать машине, центр треугольника 
должен описывать окружность. Следует иметь в виду, что окруж- 
ность не может быть той кривой, по которой движутся вершины тре- 
угольника, ибо в противном случае часть камеры, отсеченная рото- 
ром, сохраняла бы неизменный объем и при его вращении не воз- 
никала бы циклическая смена фаз сжатия. 





Рис 17. 





* См В С Бениович, Г. Д. Апазиди, А. М Бойко Potos 
поршневые двигатели, М., изд-во «Машиностроение», 1968. 
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задаче рассматривается лишь одна из возможных кривых, 
возникающих в теории двигателя Ванкеля. 

Движение равностороннего треугольника внутри замкнутой кри- 
вой допускает обобщение на случай произвольного правильного 
многоугольника. 

Прежде всего выведем уравнение кривой, которую описывает 
точка, «прикрепленная» к малому кругу. Центр большого круга по- 
местим в начале координат (рис. 17). Пусть Ро — начальное поло- 
жение центра кружка (на оси_х), а Р — положение, которое он зай- 
мет, описав дугу Г. Начальная точка касания Ас перейдет при этом 
в точку А, а прикрепленная точка из положения Мо переместится в 
положение М. 

Поскольку радиус кружка в РЕ меныше радиуса круга, 
Z OPA = 3 Следовательно, 2 HPA = ЗЬ где P\lOPo. Пусть 
х = ОГиу= LM — координаты точки М. Тогда 


х = ОМ -- М =ОМ-+-РК 


ОМ =9 «05έ, 
РК = РМ соз (/ МРК) == — PM cos(Z НРМ) == — cos ἂέ, 


и 


y= РМ — Рб =9sint — sin 32. 


Таким образом, уравнение искомой кривой можно представить 
в параметрическом виде 
==9 cost — cos 9ὲ, 


(+) 


Докажем, что равносторонний треугольник Т, вписанный в кри- 
вую (*), можно двигать так, что все его вершины будут одновре- 
менно пробегать всю кривую. Для этого достаточно доказать, что 
если ©: (хи, 91) — некоторая точка кривой (*), соответствующая зна- 
чению параметра fy, а ©>(х», у?) — другая точка той же кривой, соот- 
ветствующая значению параметра # = ft, + 2/3, то расстояние ме- 


жду ними 
0:9: == V (x1 = αν)” + и — у. 


не зависит OT положения точки Οἱ, или, что TO же, от значения пара- 


у =9sin { — sin 3 


метра {ι. 
Действительно, 
Cos fy == cos (1 + +} == — 5 (cos ti + Уз sin t1), 
sin tf, = = (V3 cos В — sin ¢,), 


откуда 
ΧοΞ 9 cos ft, — cos ЗЬ = -- (соз tit+V 3sint;) — cos З— 
и 
х2— Хх = |-5 (cos В +3 sin f,) — cos 34 | — (9 созЁ — cos δέ) = 


27 
= — — cost; — sin ἔτι 


9V3 
2 2 
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Аналогично вычисляется и разность Yo — {11 


ΟΥ 9 27. 
ри EE costs — 2 sin ty 
Таким образом, 


0,9, == VG cost; +ИЗтн) + 9 sin ty — У cost)’ =9УЗ3. 


Следовательно, треугольник с вершинами в точках О, (хи, 81), 
Qo (хз, у2) и з(хз, уз), лежащих на кривой и соответствующих зна- 
чениям параметра fy, fy + 2n/3 и fy + 4л/3, равносторонний. Если ero 
вершина Q, описывает всю кривую (что происходит при изменении 
параметра #1 от 0 до 2л), то треугольник 7 движется так, что и две 
остальные его вершины также описывают всю кривую. 

Отвечая на первый вопрос задачи, мы одновременно ответили и 


на второй вопрос: длина стороны треугольника Т равна 9 ИЗ см. 
Докажем теперь, что траекторией центра треугольника Т при 
движении его вершин по кривой (*) служит окружность радиусом 
1 см с центром в начале координат (иначе говоря, центр траектории 
совпадает с центром большого круга). 
Координаты центра треугольника Q1,Q2Q3 (он же треугольник T) 
обозначим xX и 4. Как известно, 


ο Же ха хз ας, yityet ys 
x = πο ον αρ ο τν το у —s Sao. ee 
3 3 
Поскольку 
х.=9| εο5 & fe ah ἒι sin | — ϱ05 ὃ Е += 
3 a 3 
== (— cos ft, эн Y 3 Sit th) — cos 9{1, 
TO 
Bet wil 9 9 rs. 
= 9 cos & — cos ЗЁ —5 cost; — > И 3sinty — cos δὲι — 
9 9 ae. 
— ο 0051 + οι И 3sint, — cos ЗА) == — 005 З&, 
Аналогично й = —sin ЗН. Исключая из хи у параметр fy, получаем 


уравнение х2- 9? = 1. Итак, центр окружности описывает вокруг 
начала координат окружность радиусом | см, причем за то время, 
пока каждая из вершин обежит кривую (1) один раз, центр тре- 
угольника успевает трижды описать окружность x2 + FZ? = 1. 


17. Пусть τι и re — радиусы окружностей Κι и Ke Не уменьшая 
общности, можно считать, что fo > п. Пусть О: и О2 — центры 
окружностей Κι и Κο, 4 — расстояние между точками Όι и О», 
а { -- длина линейки. Пусть, далее, АВ — диаметр окружности Κι, 
CD — диаметр окружности Ke, [с — расстояние от точки С до произ- 
вольной точки окружности Κι и, наконец, {р — расстояние от точки В “ 
До произвольной точки окружности К2. 
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Рис, 18. Рис. 19. 


1. Предположим, что 72 > ми 4 > τι. 
а) Рассмотрим случай, когда окружности расположены одна 
вне другой (рис. 18). Поскольку при этом 


с < СА=а- АР 
ly >28 -- ἆ ΓΟΠ Гр 
то 
аи. — и 1 <а+и - го. 
Полученные неравенства противоречивы, поскольку 
d+r—rn<cd+r—r,. 


6) Если две окружности касаются извне, то с помощью анало- 
гичных рассуждений мы приходим к тому же противоречию. 

в) Возникает противоречие и в том случае, если окружности 
Е но при этом СВ = га. 

г) Рассмотрим теперь случай, когда окружности пересекаются, 
но СВ >> ги (рис. 19). Имеем 


к <бв=м-—а+и; 
[, >В —=г, + α --τι. 


Следовательно, 
Γο "- ἆ τις Ιττο-- ἆ -ἰ-γι. 


Мы снова пришли к противоречию, ибо г2 — а +ry < г. +а— лм. 

д) При внутреннем касании окружностей противоречие возникает 
так же, как и в предыдущем случае. 

е) Рассмотрим случай, когда одна окружность лежит внутри 
другой. Так же как и в случае г), мы приходим к противоречию, 


поскольку 
[,.SCB=r,—d+nr,, 
ἱρ > ОВ =г, + а—г, 
и, следовательно, 
Γο-- ἆ τις l< from ἆ - Γι. 


Вообще, если r2 > м и ἆ па, ΤΟ окружности К; и К» нельзя 
одновременно описать концами линейки. 
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Рис. 20. 


2. Предположим, что fe γι и 4 = ry. 
а) Рассмотрим случай, когда окружности пересекаются (рнс. 20). 
Нетрудно видеть, что справедливы неравенства 


с SCB=r,—d+r, 


L,2DB=r,td—n,, 


откуда 
ret d—r,<l<an—dtn, 


а поскольку d = f1, то r2 < [= re и, следовательно, / = го. Ho если 
линейка имеет длину г2, то пока один ее конец описывает один раз 
окружность Ke, другой успевает два раза описать окружность Κι 
(рис. 20). Иначе говоря, пока один конец линейки опишет один раз 
окружность Κι, другой успеет описать лишь половину окружностн 
Ky. Следовательно, в рассматриваемом нами случае концами лннейкн 
невозможно одновременно описать две окружности. 

6) Аналогично обстоит дело и в случае внутреннего касания 
окружности, а также если одна окружность лежит внутри другой. 

Вообще, если re > и d = τι, то окружности К; и Ke нельзя 
одновременно описать концами линейки. 

3. Рассуждения, аналогичные тем, которые мы проводили в пунк- 
тах | и 2, заставляют прийти к выводу, что при ry = г2 и 4 ия 
окружности Ky и Ke можно одновременно описать концами линейки 
лишь при условии, если длина линейки равна расстоянию между 
центрами (1 == 4). О двух тривиальных случаях, удовлетворяющих 
этому условию, говорилось в условии задачи. 

4. Предположим, что ro τιμά «τι. 

а) Рассмотрим случай, когда окружности пересекаются (рис. 21). 


При этом 
с <СВ=г,—а+г,, 


1, 2 DB=r,+d—r, 
откуда 
ав αν 


Эти неравенства не приводят к лротиворечию. Окружности Κι η 
Kz можно одновременно описать концами линейки длиной [, удовле- 
творяющей этим неравенствам, если действовать так, как показано 
на рис. 21. 
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6) Аналогичен случай внутреннего и внешнего касания οκρἵπαα 
ностей. 

Вообще, если re Ser, и а < п, то окружности Κι и Κος мож 
одновременно описать концами линейки длиной I, удовлетворяющей 


неравенствам 
Γ.Γ α τις στο — ат. 


Поскольку утверждения, сформулированные в пп. 1—4, образуют 

замкнутую систему, всякое утверждение, обратное им, истинно. 
Итак, для того чтобы концами линейки можно было одновремен- 

но описать две окружности, необходимо и достаточно выполнение 

следующих условий: 

либо 


ro=r,, aden, l=d, 
либо 
2, «Τι вап < г -а+м. 


18. Пусть С — выпуклая область, удовлетворяющая условиям 
задачи, а РОЮ$ — наименьший ло площади из четырехугольников, 
описанных вокруг С (рис. 22). 

Докажем прежде всего, что точки A, В, С и О делят стороны 
четырехугольника -PQRS пополам. Рассмотрим, например, сторону 
QR. Предположим, что ВО < BR. Поскольку на границе области G 
нет изломов и в каждой ее точке существует касательная и притом 
только одна, то при качении стороны QR по границе области G 
длина отрезка QR будет непрерывно уменьшаться. Следовательно, 
на дуге СВ достаточно близко от точки В должна существовать 
такая точка М, для которой МК < МУ и тем более МК < МУ. Рас- 
смотрим теперь отрезок NQ. Если бы выполнялось неравенство 
ΝΟ > NR, то точка М была бы расположена так близко от точки В, 
что выполнялось бы неравенство NQ < NR. Рассмотрим далее тре- 
угольники VNR и ОМК. Поскольку Z VNR = Z ОМК =, то 


1 1 
Sa амк = 5 ON: NKsina <> МК. МУ зта = блум,, 
где Зломк И $лумв — площади треугольников ОМК и VNR. Од- 


нако это противоречит TOMY, что четырехугольник PQRS имеет Η8Η- 
меньшую площадь среди всех четырехугольников, описанных вокруг 


$ С у R 








Ц. Следовательно, неравенство BQ < BR не может выполняться. 
Аналогично доказывается, что неравенство ВО >> ВЮ также невоз- 
можно. Таким образом, BQ = BR. 

Известно, что если ‘в произвольном четырехугольнике соединить 
последовательно середины сторон отрезками прямых, то получится 
параллелограмм, площадь которого равна половине площади исход- 
ного четырехугольника. Но площадь фигуры С меньше площади 
четырехугольника PQRS. Следовательно, площадь параллелограмма 
ABCD больше G/2. 


19. Доказательство утверждения, сформулированного в условии 
задачи, опирается на следующую лемму. 

Лемма. Пусть АС — хорда, соединяющая точки А и С, кото- 
рые лежат на дуге АМВ границы области С. Тогда среди всех тре- 
угольников с основанием АС и третьей вершиной, лежащей на дуге 
АМВ, наиболыпую площадь имеет треугольник, у которого касатель- 
ная к границе области С, проведенная через его вершину В. парал- 
лельна АС. 

Доказательство. Проведем через точку М (рис. 23) пря- 
мую, параллельную АС. Пусть № — точка пересечения проведенной 
прямой с дугой ВС. Площадь любого треугольника с основанием АС 
и третьей вершиной, лежащей на дуге МВМ, но не совпадающей с 
точками М и М, больше площади треугольника АМС, поскольку вы- 
сота любого такого треугольника больше высоты треугольника АМС. 
Следовательно, если прямая, параллельная АС, пересекает дугу гра- 
ницы в двух точках, то площадь треугольника с основанием АС и 
третьей вершиной, ‚совпадающей с любой из точек пересечения, не 
может быть наибольшей среди площадей треугольников с основа- 
нием АС и третьей вершиной, лежащей на дуге АВС. Однако по- 
скольку из условия задачи следует, что треугольник с наибольшей 
площадью существует, то прямая, проходящая через его третью 
вершину параллельно АС, должна иметь с рассматриваемой дугой 
границы лишь одну общую точку. По условию задачи эта прямая 
должна быть касательной к границе области С в точке В. 
Переходим теперь к доказательству утверждения задачи. Пусть 
ABCD — вписанный четырехугольник наибольшей площади (рис. 24). 
Тогда треугольник АВС обладает наибольшей площадью среди всех 
треугольников с основанием АС и третьей вершиной, лежащей на 
дуге АВС. Следовательно, касательная ZY, проведенная к дуге в 


В у 


N 


B 


T ϱ x 
Puc. 23. Рис. 24. 
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точке В, параллельна АС. Отсюда мы сразу же заключаем, что 
2ΥΙΤΧ. Аналогично доказывается, что ΖΤΙΥΧ. Таким образом, пло- 
щадь параллелограмма XYZT равна удвоенной площади четырех- 
угольника ABCD и, следовательно, меньше 2G, что и требовалось 
доказать. 


20. Не уменьшая общности, будем считать, что длина стороны 
пятнугольника, о котором говорится в условии задачи, равна |. Сто- 
pOuH пятнугольника можно рассматривать как векторы. Пусть век- 


тор а = (1,0, 0). — одна из сторон пятиугольника, а плоскость, про- 


ходящая через Е и ортогональный ему вектор 6, совпадает с пло- 
скостью 2 = 0 (рис. 25). Тогда векторы, образующие стороны иско- 
мого пятиугольника, будут иметь координаты 


а == (1, 0, 0), b = (0, 1, 0), σαι — 1, и — Г, 21) 
d == (х. —хь у2 — Yt, 2. — 21), (Xa, Yo, 29). 
Выпишем условия ортогональности векторов: 


а) (χι — Ти, — 1, 2ι) (0, 1, 0) =0, откуда и, = 1; 
6) (χο — X1, Yo — У 21 — 21) (αι — 1, yi — 1, 21) =0; 
в) (Χο, Yo, 22) (%2 — хи, Yo — Yi, Zo — 21) =0; 

г) (Xo, Yo, 22) (1, 0, 0) = 0, откуда χο —= 0. 


Условия «б» и «в» запишем в виде 
ах, а =0, Шу 212, =0. (1) 
Поскольку длины сторон искомого пятиугольника равны 1, то 
(ας -- 1+ ει, +а=Ь (9) 

м (YN) + (2-2) =1. (3) 
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Система уравнении (1) и (2) допускает следующие решения: 


Хх =], g=0, 21, 22093] 
ИЛИ 
Хх =1, 1 =0 zoel 2ος --ιί. 


Однако оба решения не удовлетворяют уравнению (3). Следова- 
тельно, в трехмерном пространстве не существует пятиугольника 
с требуемыми свойствами. 


21. В предыдущей задаче был поставлен вопрос о том, можно ли 
построить в пространстве замкнутый пятиугольник, все стороны ко- 
торого равны, а все углы прямые. Как известно (см. решение зада- 
чи 20), ответ на этот вопрос отрицателен. Настоящая задача служит 
продолжением задачи 20. На этот раз требуется выяснить, суще- 
ствуют ли (и если существуют, то какие) равносторонние «нечетно- 
угольники» с прямыми углами. Оказывается, что в трехмерном про- 
странстве существуют равносторонине (2η — 1) -угольники с прямыми 
углами при п == 4, 5, 6,..., то есть равносторонний и прямоугольный 
семиугольник, равносторонний и прямоугольный девятиугольник 
и т. д. Поскольку существование в трехмерном пространстве равно- 
сторонних и прямоугольных 2п-угольников при n = 2, 3, 4, ... оче- 
видно, то можно сказать, что, за исключением пятиугольника, начи- 
ная сп =4, в трехмерном пространстве существуют все равносто- 
ронние прямоугольные п-угольники. 

Задача будет решена, если нам либо удастся доказать, что в 
трехмерном пространстве нельзя построить равносторонний «нечетно- 
угольник» с прямыми углами, либо если мы построим хоть один 
многоугольник нужного типа. Как известно из решения задачи 20, 
не существует пятиугольника, все стороны которого были бы равны, 
а все углы были бы прямыми. Треугольник, очевидно, также не об- 
ладает необходимыми свойствами. Докажем, что существует paBHa- 
сторонний семиугольник, у которого все углы прямые. 

Введем в пространстве прямоугольную систему координат 
(рис. 26). Отложим на осях ОХ и ΟΥ отрезки ОА = OB = 1. Ἅτη 
отрезки будем считать сторонами семиугольника. От точки А в пло- 
CKOCTH, параллельной плоскости YOZ, отложим единичный отрезок 
АС, а от точки В в плоскости, па- 
раллельной плоскости XOZ, — еди- 
ничный отрезок ВО так, чтобы 
Х САС’ == ОВО’ и C’D’=CD=1, 
В плоскости трапеции ABCD по- 
строим теперь квадрат `СБе} 
(рис. 27). Ясно, что угол АС} (рав- 
ный углу BDe) — острый, а угол 
АСР (равный углу BDe’)— тупой. 
Следовательно, поворачивая ква- 
драт CDef в пространстве вокруг 
стороны CD, мы найдем такое его 
положение CDFE (рис. 26), при 
котором ZACE = «ΒΡΕ == 90°. 

Из построения следует, что 
ACEFDBO — семиугольник, удов- 
летворяющий условиям задачи. 
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Рис. 27, Рис. 28. 


Теперь уже нетрудно построить равносторонний девятиугольник 
с прямыми углами. Для этого достаточно построить в плоскости, 
перпендикулярной CEFD (рис. 26), квадрат EFGH, одной из сторон 
которого служит отрезок EF, и стереть сторону ЕЁ. Фигура 
ACEGHFDBO и будет искомым равносторонним девятиугольником 
с прямыми углами. Продолжая достраивать квадраты, перпендику- 
лярные последнему квадрату предыдущей фигуры, мы будем после- 
довательно получать все равносторонние «нечетноугольники» с пря- 
мыми углами. 


Нримечание. Равносторонний девятиугольник с прямы- 
ми углами легко построить и непосредственно, минуя построе- 
ние семиугольника. Действительно, рассмотрим единичный квад-_ 
рат (рис. 28) с вершинами в точках (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), 
(0, 0, 1), (1, 1, 0), (0, 1, 1), (10,1, (1, 1, 1). На его nosepx- 
ности выберем точки 


_ [2=УЗз 1 | [27° | 
cm (2S 1,1 и D{——>—, >, 9]. 


Пели № г 
po=V (27% += и DE=}, 


22. Эта задача так же, как и задача 16, навеяна геометрической 
теорией двигателя Ванкеля. Однако, как нетрудно видеть, речь в ней 
идет о построении кривой постоянной ширины. Эта тема неоднократ- 
но разбиралась в литературе, поэтому мы не приводим решения 
задачи *. 


Тогда 





* Те, кого заинтересуют задачи о кривых постоянной ширины, могут 
ознакомиться с ними по книгам: Г. Штейнгауз, Математический 
калейдоскоп, M.—JI., Гостехиздат, 1949; И. М. Яглом и В. Г. Бол- 
тянский, Выпуклые фигуры, М.—Л., Гостехиздат, 1951; Г. Ра- 
демахер и О. Теплиц, Числа и фигуры, изд. 4-е, М., изд-во 
«Наука», 1966, — Прим. перев. 
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Рис. 29. 


23. Центр тяжести D материальных точек А и С с массами, 
равными соответственно длинам сторон треугольника ВС и АВ, ле- 
жит на стороне АС и делит ee на отрезки AD и DC, удовлетворяю- 
щие соотношению АД: РС=АВ : ВС. Следовательно, прямая BD есть 
биссектриса угла В, центр тяжести системы трех материальных то- 
чек A, Ви С совпадает с центром тяжести системы двух материаль- 
ных точек В и D и лежит на биссектрисе BD. По той же причине 
центр тяжести системы материальных точек А, В и С лежит на 
биссектрисах углов А и С и, следовательно, совпадает с точкой пе- 
ресечения всех трех внутренних углов треугольника АВС, то есть 
с центром вписанной в него окружности. 


24. Предположим, что у ограниченной фигуры F существуют не 
один, а по крайней мере два описанных круга, то есть два круга, 
накрывающих Г и обладающих наименьшим радиусом (радиусы 
обоих кругов совпадают) среди всех кругов, накрывающих F. Обо- 
значим один из них Κι(Οι), а другой — K2(O2). Поскольку каждый 
из кругов содержит F, их общая часть также содержит Р. Рассмот- 
рим круг с центром в точке О — середине отрезка ΟιΟ, (рис. 29), 
граница которого проходит через точки 4A и В — точки пересечения 
границ кругов Κι и Ke. Этот круг содержит общую часть кругов Ка 
и Κο и, следовательно, накрывает 
фигуру F, но радиус его г меньше σ 
радиуса Ю кругов Ki и К». Дей- 
ствительно, если 4 = 120:0., то 
г = ОА =) R? — 4?,и, таким об- 
разом, г < А. Это противоречит 
тому, что К — радиус наимень- 
шего круга, накрывающего фигу- р, 


py F 


25. На вопрос задачи следует 
ответить утвердительно. Для до- 
казательства рассмотрим два слу- 
чая: A Ps 8 

I, Остроугольный треугольник 
АВС равнобедренный. Рис. 30. 
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Пусть, например, 
АВ = АС =6. 


На биссектрисе угла ВАС отложим отрезок АР длиной δ/Υ ὃ и 
из точки Р опустим перпендикуляры на стороны треугольника 
(рис. 30). Пусть Ра, Ρο Η P3 — их основания. 

Точка Р лежит внутри треугольника АВС. Это следует из того, 


что 
b 
AP =——, 
ИЗ 
а 
АР, == ὃ cos А. 


2 


Действительно, поскольку ZA < 90% το 


= == с0$ 45° < cos 


V2 


и, следовательно, 
b 


ve 
АР < AP,, 


АР; > 


Таким образом, 


Площади четырехугольников AP2PP3, BPsPP, и СР.РР. равны. 
Действительно, 


ГГ! ] 
oe — |— 2 gj = — 
5 (+! sin А) 35 


bol = 


ABC‘ 


Аналогично вычисляются (и оказываются равными !/sS двс) 
площади двух других четырехугольников. 

П. Остроугольный треугольник АВС не равнобедренный. 

Не уменьшая общности, предположим, что углы треугольника 
удовлетворяют неравенству A < В < С. 

Введем прямоугольную систему координат и поместим треуголь- 
ник АВС так, чтобы его вершина А совпала с началом координат, 
ось х была биссектрисой угла А и вершина В лежала в первом 
квадранте x >> 0, у > 0 (рис. 31). Обозначим через P(x, у) произ- 
вольную точку внутри треугольника АВС, а через δι, P2, Ps — осно- 
вания перпендикуляров, опущенных из Р на стороны треугольника 
ВС, CA, АВ. Считая углы направленными, получим 


zZDAB=~., Е 
2 2 
Пусть далее АР = г (длина радиуса-вектора, проведенного из 
начала координат в точку Р), ZDAP = 6. Тогда 
x=rcos8, y=rsin®, 
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Рис 31. 


Вычислим площадь р четырехугольника АР.РР.: 


о. sin [---θ) ссз (5—6) +5 ит (5. +6) cos (+ .θ)-- 


2 2 2 
= + r2 [sin (A — 28) + sin (A + 28|, 
откуда 
p= 1? sin A cos 26, а) 
или, что то же, 
p= > г2 sin A (cos? 9 — sin? 9). 
Подставляя г с0$ 9 =х, гзш 9 = и, получаем окончательно 
sin А 
о (x? — y’). (2) 
Площадь треугольника АВС вычисляется по формуле 
| . 
Здвс = 5 86 sin A, (3) 
где АС =ф, AB=c. 
Поскольку по условию задачир -з Sapo: ИЗ соотношений (1) 


и (3) находим 


р be 
eat O=V τον. () 
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Из формул (2) и (3) получаем 





2p 2 be sin A 
2 = 2 — ——_— => —_—————— 
eee sin A sin A 6 6° 
откуда 
x? — y? = =. (5) 


Таким образом, точка Р лежит на дуге ByP oC; равнобочной 
гиперболы, описываемой уравнением (5) (рис. 31). 

Докажем теперь, что точка В+ лежит между точками М и С, 
где М — середина отрезка AC, а С! — между точками М и В, где 
№ — середина отрезка АВ. Отсюда будет следовать, что площадь 
каждого из треугольников CB,B, и ВС1Сз меньше 1/5 двс. 

Действительно, в остроугольном треугольнике АВС 


ВС соз В < АС соз А, 


поскольку из неравенства A< B<C следует, что 
BC<AC и cosB< cosA, 


Но если ВС cos В < AC cos А, το 
AC «ο5 А ВС cos B<2AC cos А 
и, таким образом, 


АВ = АС соз А - ВС cos В< 246 cos А, ' 
HAH 


¢<.2AC cos А. 
Отсюда т 
be 2AC 9 
3 cos А < 3 < AC 
и 


γ be 
3 cos A < AC. 


Учитывая соотношение (4), где 29 =—А, получаем, наконец, это 


АВ, < АС. (6) 
Отсюда, поскольку AB, = АС, — см. соотношение (4) ~u AC< AB, 
находим 
AC, < AB. (7) 
Tak κακ 
AB cos A< AC, 


то тем. более 
АВ соз А < > АС, 


откуда 
АВ АС 
4 3cosA ° 


Умножая обе части неравенства на AB, получаем 
АВ? „ АС.АВ _ be 


аа За! 
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Отсюда 
АВ be 
AN = 2 <V 325 = АСь, 


TO есть 
ΑΝ = AC,, (8) 
а поскольку 
АС, == АВ, и АМ = < AO = ΑΝ, 
το 
АМ == ΑΒι. (9) 


Из неравенств (9) и (6) следует, что АМ < АВ! < AC, а из 
неравенств (8) и (7) —что АМ < AC, < АВ. Таким образом, точ- 
η В: лежит между точками М и С, а точка С: — между точками 

и В. 

Введем теперь новую систему координат EAn (ось Ё выбрана 

так, чтобы сторона АС треугольника лежала на ней). Тогда 


А 
2 = _— 
be 08 ( >) УЕ 
ЕР @ пи ицииничининьее αν —_ έν 


А 
воз (9+5) = 3 cos 26 = 3 


где A 
2 — 
cos (е + | 
cos 29 : 


A 
sin? (e ++) _—_ 
n=rsin(@-+—)— И =. (045) _ cae 
2 3 cos 29 3 


A 
+2 Gen 
sin (e+ >| 

cos 968 . 


и = и (9) = 
№ 


Bre 
о == (0) = 


Дифференцируя u (9) и о (9) по 9, получаем 


‚ (А А \ 
au σσ --θ]οκ[ + ο 


ἆθ cos? 28 

_{A A 
40 _ 2 sin (++ @} cos (5 — в) 
da cos? 20 7 


Итак, в секторе — А/2 < 9 < 4/2, где OCA < лр, du/d8 <0 
и 45/49 > 0. Следовательно, длина отрезка AP, = ξ(Θ) при 8, про- 
бегающем значения от —A/2 до A/2, убывает, а длина отрезка 
РР: == (9) возрастает. Отсюда мы заключаем, что площадь F че- 
тырехугольника CP2PP, есть возрастающая функция переменной © 
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В в интервале [—A/2, 4/2]. В то 
же. время площадь четырех- 
угольника CP2PP, в том же HH- 
тервале является непрерывной 
функцией переменной Θ и в 
соответствии с известным свой- 
ством непрерывной функции, 
определенной на замкнутом ин- 
тервале, принимает все значе- 
ния, заключенные между ее 
наименьшим 





Е (-+) = Зсвв. <q Завс 
A K с и наибольшим 
А 2 
Рис. 32. a (+) = 3 Saac — Sac.c, 
значением. Если P совпадает с С, (рис. 32), то 
$кс.А= 5 АСТ sin A cos A= > = Уп А cos А = 5 SABC: 


Отсюда следует, что 


А 2 ] 5 | 
Е (+) > 3 Sasc— 4 Здвс = Та ЗАвс > 3 АВС 


Таким образом, при некотором значении Θ3” (—A/2 < 0* < Α/9) 
площадь четырехугольника CP2PP, равна 1/35 двс, что и требовалось 
доказать. 


26. Нетрудно доказать *, что для каждого ограниченного множе- 
ства точек на плоскости существует ровно одна наименьшая окруж- 
ность, содержащая это множество. Если множество замкнуто, то на 
самой окружности лежат либо две его точки, совпадающие с про- 
тивоположными концами одного из ее диаметров, либо три его 
точки, расположенные в вершинах остроугольного треугольника. 

Отсюда, в частности, следует 

Лемма 1. Радиус наименьшей окружности, содержащей три 
точки А, В, С плоскости, равен: 

а) половине наибольшей стороны треугольника АВС, если тре- 
угольник АВС тупоугольный; 

6} радиусу окружности, описанной вокруг треугольника АВС, 
во всех остальных случаях. 

Случаи а) и 6) не исключают один другого, поскольку ‘для 
прямоугольного треугольника радиус описанной окружности равен 
половине гипотенузы. 

Обозначим раднус наименьшей окружности, содержащей рас- 
сматриваемое множество 5 точек плоскости, через r(S). 





* См. И. М. Яглом и В. Г. Болтянский, Выпуклые фигуры, 
Гостехиздат, М.—Л., 1951 (серия «Библиотека математического 
кружка», вып. 4), стр. 75—76 и 133—134. — Прим. ред. 
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Лемма 2. Если расстояния между точками А’, В’, С’ меныме 
гоответствующих расстояний между точками A, В, С, то r{A’, В’, С’) < 
<< г(А, В, С). | 

Доказательство. Достаточно рассмотреть три случая: 

1. Треугольник A’B’C’ тупоугольный. Тогда по лемме 1 


αμ В’С’ Α΄ 
(Α”, В’, С’) == тах (=, πο <”) < 
АВ ВС СА 
< тах (>> το σος; (А, В, С). 


2. Треугольники АВС и А’В’С’ не тупоугольные. Поскольку 
суммы внутренних углов треугольников А’В’С’ и АВС одинаковы, то 
по крайней мере один угол треугольника А’В’С’ не меньше соответ- 
ствующего угла треугольника АВС. Пусть, например, ZA’ > ZA, 
По лемме | радиусы наименьших окружностей, содержащих вер- 
шины треугольников А’В’С’и АВС, совпадают с радиусами описан- 


ных окружностей. Воспользовавшись теоремой синусов (BC > B’C’, 
sin А < sin A’), получим 


B’C’ BC 


AG Bl SS al 2 sin A 


=r (A, В, С). 


3. Лишь треугольник A’B’C’ не тупоугольный. Пусть АВ — наи- 
большая из сторон треугольника АВС. Поскольку треугольник АВС 
тупоугольный, то АВ? > ВС? -- СА?. Рассмотрим вспомогательный 
прямоугольный треугольник AiByC, со сторонами B,C, = BC, 
С:А, = САи А.В, =И ВС? + 645. 

Из неравенства А: В; < АВ и леммы | получаем 


A,B AB 
г (Ay, By, С) => < 5 = (А, В, С). (+) 


Треугольник А’В’С” не тупоугольный, следовательно, А’В” < 
< B’C?+C’A”. В силу исходного предположения (то есть неравенств 
B’C’ < ВС и С’А’< СА) и по построению вспомогательного тре- 
угольника A,B,C, его стороны удовлетворяют неравенствам A’B’ < 
< А.Ва, В’С’ < В.С: и С’А’ < С.А. К треугольникам A’B’C’ и 
A,B,C, применим уже доказанный случай 2 нашей леммы. Таким 
образом, 


г (А’, В’, С’) <r (A, δι, 6), 
откуда, воспользовавшись неравенством (+), получим: 
г (А’, В’, С’) < Г (A, В, С). 
Итак, лемма 2 доказана. 
Лемма 3. Если любые 3 точки некоторого множества точек 


$ можно заключить в окружность радиуса г, то и все множество 5 
можно заключить в окружность радиуса г. 
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\Лемма 3 вытекает из следующей теоремы Хелли ": 


Если на плоскости задано конечное или бесконечное мно- 
жество выпуклых ограниченных фигур, из которых каждые три 
имеют общую точку, то существует точка, принадлежащая 
одновременно всем фигурам. 


Доказательство. Рассмотрим на плоскости семейство К 
всех окружностей радиуса г с центрами в точках множества $. По- 
скольку любые три точки множества $ можно накрыть кругом ра- 
диуса г, то любые три окружности семейства К содержат общую 
точку. Но тогда из теоремы Хелли следует, что существует точка Х, 
принадлежащая всем окружностям семейства К. Окружность радиу- 
са г с центром в точке Х содержит внутри себя все множество 5, 
что и требовалось доказать. 

Рассмотрим теперь два множества $ = {А., А» ..., An) и 
Т = {B;, Bo, ..., Bn} точек плоскости, таких, что АА; > В:В; при 
i f= lang HAF]. 

При п = 2 неравенство г(Т) < r(S) очевидно. 

Предположим, что п > 3. По лемме 3 радиус наименьшей 
окружности, содержащей внутри себя множество Т, будет наиболь- 
шим из чисел τ(Βι, 8Η, Ba), где i,j,2 = 1, 2, ..., п. Пусть, напри- 
мер г(Т) =г (8 B;, В»). 

По лемме 2 


г (В: Biy By) < (4, Ai» Ανν 


откуда в силу очевидного неравенства 
т(А,, Ajy Аь) <r (5) 


получаем 
г (Т) <! (5), 


что и требовалось доказать 


Примечание. Аналогичным образом можно доказать и сле- 
дующую теорему: если замкнутое и ограниченное множество $ 
точек плоскости под действием некоторого сжимающего пре- 
образования переходит в множество T, то г(Т) < г($). 


27. Центр тяжести каждой из сторон треугольника ΡΟΚ нахо- 
дится в ее геометрическом центре, то есть совпадает с одной из вер- 
шин малого треугольника АВС (рис. 33). Следовательно, центр тя- 
жести всего проволочного треугольника PQR совпадает с центром 
тяжести системы трех материальных точек A, Ви С, массы которых 
пропорциональны длинам сторон РО, ΟΚ и RP. 

Центр тяжести D системы двух материальных точек A и В делит 
отрезок АВ в отношении, обратном отношению масс, сосредоточен- 
ных в точках 4 и В: 


AD OR ΑΟ. 
В PQ CB’ 





* Cm. стр. 31 указанной в примечании на стр. 138 книги И. М. Ягло- 
ма и В. Г. Болтяиского. Оттуда же заимствовано и приведенное 
ниже доказательство. — Прим. перев. 
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известно, что прямая, ΠΡΟ” ασ 
ходящая через вершину тре“ 
угольника и делящая противо- 
положную сторону на отрезки, 
пропорциональные длинам двух 
остальных сторон, есть биссек- 
триса угла при вершине. Следо- 
вательно, центр тяжести систе- 
мы материальных точек А, В 
и С, который одновременно яв- 
ляется центром тяжести систе- 


мы материальных точек С и О, р 


(12 
C 
лежит Ha биссектриссе CD угла 


С. По аналогичной причине Рис. 33. 

центр тяжести трех материаль- 

ных точек А, Ви С должеи лежать и на биссектрисах АР и BE двух 
других углов малого треугольника. 






Примечание. Поскольку стороны треугольника АВС про- 
порциональны сторонам треугольника PQR, а массы, помещен- 
ные в точках А, Ви С, пропорциональны длинам сторон QR, 
РК и РО, можно воспользоваться утверждением, которое тре- 
бовалось доказать в задаче 23: центр тяжести системы мате- 
риальных точек А, В и С совпадает с центром окружности, 
вписанной в треугольник АВС. Утверждение рассматриваемой 
задачи сразу же следует из утверждения задачи 23. 


28*. Необходимые и достаточные условия, которым должны 
удовлетворять числа бр (k= 1,2,..., п), выражаются системой 


неравенств >) bj>bp для k= 1, 2,..., И или эквивалентным 
152 В 
ae 
неравенством > be >2bmax, THE Втах означает наибольшую из 
R==1 
сторон п-угольника Ви, bo, ..., On 


29. Ответ на вопрос задачи отрицателен: максимальная пло- 
щадь л-угольника со сторонами ὃν (k = 1, 2,..., п) не зависит от 
последовательности сторон. Действительно, как видно из рис. 34, 
перестановка сторон 6; и 6:+1 не меняет площадь многоугольника. 
Но с помощью таких транспозиций (перестановок смежных сторон) 
мы можем осуществить любую перестановку сторон 61, 62, ..., On. 


30. Полное доказательство утвержде- 
ния задачи см. в книге Д. А. Крыжанов- 
ского «Изопериметры» (М., Физматгиз, 1959, 
стр. 52—55), 


31. См. решение следующей задачи. 








* Полное решение задачи см. в книге: 
Д. А. Крыжановский, Изопериметры, 
Рис, 34, М., Физматгиз, 1959, — Прим. перев, 
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92. эадачи οἱ H JZ образуют единое целое, поэтому их решения 
мы также объединяем и рассматриваем совместно. 

Докажем прежде всего, что п окружностей могут разделить 
плоскость не более чем Ha n(n — 1) + 2 частей. 

Доказательство будем проводить по индукции. При η == 1 утвер- 
ждение истинно: одна окружность делит плоскость на 2 части. 

Пусть Pp означает максимальное число частей, на которые 
п окружностей делят плоскость, и пусть Py = п(п— 1) + 2. 

Проведем теперь (п -+ 1)-t0 окружность. Она может пересекать 
остальные окружности в $ точках, где 0 = $ < Qn. При $ > 0 эти 
$ точек разбивают новую окружность на 5 дуг. К каждой дуге при- 
легают 2 части плоскости. Следовательно, каждая такая дуга поро- 
ждает самое большее одну новую часть, что при максимальном зна- 
чении $ = 2n дает 2п новых частей. Пользуясь предположением ин- 
дукции, получаем 


РЗ Ра 91 Зв (η --- 1) tlt δη = пач ο (η -- 1) η -Ε 2, 


На этом первая часть доказательства заканчивается. 

Из доказанного следует, что 4 окружности могут разделить пло- 
скость не более чем на 14 частей. Следовательно, 4 окружности при 
любом расположении не могут разделить плоскость на 16 частей. 

Докажем теперь, что п окружностей одного и того же радиуса 
можно расположить на плоскости так, что они разделят ее на 
n(n—1)+2 части. Для этого рассмотрим единичный отрезок АВ. 
Разделим его точками Ay, А», Аз,..., An-2g на п— | равную часть. 
С центрами в точках A, Д.,..., An-2, В и одинаковыми радиусами, 
равными !/>, построим п окружностей. Мы получим систему из п 
окружностей, любые две из которых пересекаются, поскольку рас- 
стояние между их центрами меньше суммы их радиусов. Нетрудно 
доказать, что ни в одной точке не пересекаются более двух окруж- 
ностей. Следовательно, в построенной системе п окружностей полное 


число точек, в которых пересекаются две окружности, равно 267 = 


=n(n—I), причем на каждой окружности лежат 2(n — 1) таких 


точек. Эти точки пересечения делят каждую окружность на 2(n — 1) 
дуг, а всю систему окружностей — на 2Π(η —1) дуг. Поскольку πο 
формуле Эйлера число дуг равно уменьшенной на 2 сумме числа 
точек пересечения и числа частей плоскости, то искомое число частей 


равно 
21 (1 --- 1) —па-П-+2=п1 (η -- 1) -- 2, 
что и требовалось доказать. 


33. Поскольку для каждого невыпуклого многоугольника можно 
построить выпуклый многоугольник с теми же сторонами, но с боль- 
шей площадью, утверждение задачи достаточно доказать для выпук- 
лого шестнугольника. 

Известно *, что из всех выпуклых многоугольников с одним и 
тем же периметром правильный имеет наибольшую площадь Таким 





* См. И. М Яглом и В. Г. Болтянский, Выпуклые фигуры, 
М.—Л., Гостехиздат, 1951. (Серия «Библиотека математического 
кружка», вып. 4). Задача 64 (стр. 73) и ее решение (стр. 240— 
244) — Прил. перев. 
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образом, если O — площадь произвольного выпуклого шестиугольника 
со сторонами, меньшими 1, то $ <3/› УЗ, где в правой части He- 
равенства стоит площадь правильного выпуклого шестнугольника со 
стороной, равной |. Нетрудно проверить, что 3/› V3 «3: 1,723 =, 
‘= 2598 < 26. Следовательно, S < 2,6, что и требовалось доказать. 


34. Прежде всего заметим, что овал, внутри которого находятся 
п данных точек, в действительности ннкакой роли не играет, по- 
скольку Любой конечный набор точек на плоскости всегда можно 
заключить внутрь некоторого овала. Если п данных точек рассматри- 
вать без ограничивающего их овала, то отрезки ломаных, имевших 
ранее с овалом общие точки, заменятся лучами. 

Примем для краткости следующие обозначения. Пусть Yl — та 
часть условий задачи, в которой говорится о том, что внутри ка- 
ждого многоугольного участка находится лишь одна из п данных 
точек, а У2 — та часть условий задачи, в которой говорится, чго 
владельцу любого участка до «своей» точки ближе, чем до «чужой». 

Прежде чем приступать к решению задачи, рассмотрим два 
частных случая: 

1) n= 1. Тогда L(1) = 0. Действительно, если бы значение L 
при п = | было больше нуля, ΤΟ нарушалось бы условие У1. 

2) п= 2. Тогда L(2) = |. Действительно, изгородь, проходя- 
Wad через середину отрезка Р.Р». перпендикулярно ΕΜΥ, удовлетво- 
ряет условию У2 (мы предполагаем, что владельцы участков — людн 
солидные и через изгороди не лазают), поэтому Ё(2) => 1. Возвести 
еще одну изгородь, не нарушив при этом ни YI, ни У2, невозможно, 
следовательно, Ё (2) = 1. 

Докажем теперь, что границы между участками обладают сле- 
дующими свойствами: 

А. Звенья ломаных (ими могут быть как конечные отрезки, так 
и полубесконечные лучи) лежат на прямых, проходящих через сере- 
дины отрезков PiP, (где i,k = 1, 2, ..., п, причем i AR), и обра- 
зуют с отрезками P;P, прямые углы. 





A 
P; Pr 
φ ο 
Pr В 
A 
Рис. 35. Рис. 36. Рис. 37. 
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5. Па прямой, проходящей через середину любого из отрезков 
Р.Р» и образующей с ним прямой угол, может лежать лишь одно 
звено сети ломаных. 

Докажем свойство А. Предположим, что некоторый прямолиней- 
ный участок изгороди, содержащей внутри себя произвольную точ- 
ку P;, не лежит ни на одной из прямых, проходящих через середины 
отрезков Р:Рь (где i,k = 1, 2,..., п, причем {3 κ) и образующих 
с ними прямые углы. Если за таким участком изгороди находилась бы 
какая-то из заданных точек P, то, очевидно, было бы нарушено усло- 
вие У2. Если бы за таким отрезком забора не было ни одной точ- 
ки P, то нарушенным оказалось бы условие YI. Таким образом, 
свойство А доказано. | 
Докажем свойство Б. Предположим, что на прямой, проходящей 
через середину отрезка Р:Р» и образующей с ним прямой угол, ле- 
жат по, крайней мере два звена сети ломаных. Поскольку эти звенья 
расположены на одной прямой, их можно разделить либо вершиной 
(рис. 35), либо некоторой сетью ломаных (рис. 36). 

В первом случае из вершины А должно выходить по крайней 
мере еще одно звено р сети ломаных. Следовательно, к вершине А 
примыкает участок, содержащей некоторую точку Px, И если $ — 
прямая, проходящая через середину отрезка Р:Рь и образующая 
с Р.Р» прямой угол, то она не может одновременно проходить через 
середину отрезка PxP,, где x i, и образовывать с PxP, прямой 
угол. В то же время, если бы на одном из участков, примыкающих 
к вершине A, не было ни одной из заланных точек P, то условие YI 
было бы нарушено. 

Во втором случае предположим, что из вершины А выходит не- 
которое звено сети ломаных р (рис. 37). За этим звеном должен 
лежать участок, содержащий одну из заданных точек Р, которую 
мы обозначим P;. Точка Β; однозначно определяет положение точек 
Ρι, Рь и, следовательно, другое звено сети ломаных, также выходя- 
щее из А. Проводя аналогичные рассуждения для точки В, находим 


точки Р’,Р‚,Р,, причем ΡΙΞΞΡΙ, Pi, =P, но PLP, Прямые, 
проходящиие через середины отрезков PLP, и PLP, и образующие 


с ними прямые углы, должны пересекаться в точке В, что невозмож- 
но, поскольку оси симметрии двух отрезков, имеющих общее начало, 
либо параллельны, либо пересекаются внутри выпуклого угла, обра- 
зованного этими отрезками. Ана- 

логичные рассуждения приводят к 

противоречию и в том случае, если 

К узлу сети ломаных примыкает 

более трех участков (рис. 38). Та- 

ким образом, свойство Б доказано. 

Рассмотрим теперь произволь- 

A ную конфигурацию точек Py, Po, ... 

..., Ра, оОгражденных в соответ- 

ствии с условиями задачи. Изго- 

родь образует (в плане) некоторый 

плоский граф С. Построим граф С *, 

двойственный графу С, следую- 

щим способом. В каждом участке 

(в том числе и в неограниченных 

Рис. 38. участках) выберем произвольную 
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Рис. 39. 


точку, например, точку Р. Ясно, что таких точек будет ровно п. Если 
участки, которым принадлежат точки Р; и Pe, смежные, то соединим 
их (проведем ребро графа, связывающее вершины δι и Βικ). По 
свойству Б любую пару точек Р можно соединить не более чем эд- 
ним ребром. Построенный граф 3, так же как и граф С, будет пло- 
CKHM, а число его ребер равно числу звеньев сети ломаных (то есть 
числу ребер в графе Ц). Возникает вопрос: чему равно максималь- 
ное число ребер в плоском графе с п вершинами, если ни одна пара 
вершин не связана более чем одним ребром? Пользуясь рис. 39, не- 
трудно вычислить, что при п > 3 граф, обладающий требуемымн 
свойствами, может иметь не более 3(п—2) ребер. Поскольку ре- 
зультат вычислений не зависит от способа изображения графа, 
а определяется лишь его топологическими свойствами, мы получаем 
для Г. (п) следующее неравенство: 


L (п) < ὃ (η — 9). 


Докажем, что при n >> 3 неравенство в действительности пере- 
ходит в равенство L(n) = 3(п — 2). Для этого достаточно доказать, 
что при любом η >> 3 найдется такая конфигурация точек, для ΚΟΤΟ- 
рой число звеньев в сети ломаных равно 3(п— 2). Приведем при- 
меры таких конфигураций. | 

Перенумеруем шесть лучей, выходящих из общей вершины О и 
делящих плоскость на шесть примыкающих друг к другу частей, так, 
как показано на рис. 40. (P(m,a) означает точку P, лежащую на 
луче т и отстоящую на расстояние а от вершины 0.) При 
п == 9(11043) нужную нам конфигувацию образуют точки 


P, (1, а), Ρο (2, а), Ps (3, а), 

P, (4, 3a), Ps (5, 3a), Рь (6, δα), 

P, (1, 9a), Ps (2, 9a), δρ (3, 9a), (1) 
Pig (4, 27a), Py; (5, 27a), Pr, (6, 27a), 

Раз (1, 81а), ... 


При η = 1(mod 3) точка Р„ располагается в центре звезды. Для 
однообразия записи будем считать, что координаты точки Pp имеют 
вид (х--1,0), где х — номер луча, которому принадлежит точка 

n—t. 

При п == 2(mod 3) точка Pp, расположена в центре звезды, 
а точка Pn — в соответствии с правилом (1) 

Поясним сказанное на рис. 41. Предположим, что п >> 12. В слу- 
чае п = 0 (mod 3) звенья Ломаной образуют (если считать от центра 
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Рис. 41. 








звезды) три пятиугольника, затем еще три пятиугольника, подобных 
первым трем (коэффициент подобия равен 3), (п— 12) подобных 
шестиугольников (с коэффициентами подобия 3, 9, 27 ит. д.), затем 
снова три конечных пятиугольника и, наконец, три неограниченных 
пятиугольника. Таким образом, число N звеньев сети ломаных в дан- 
ной конфигурации составляет 


Nes [δ:5-Γ 8.54 66 12) +3.543.5] = 3—2). 


Фигуры, которые получаются при n == 1{mod 3) и п = 2(mod 3), 
не требуют отдельного описания, поскольку, как нетрудно видеть, до- 
бавление одной новой точки в центре звезды вызывает изменения 
лишь в центре фигуры: ближайшие к центру пятиугольники перехо- 
AAT в шестиугольники, и вблизи центра возникает равносторонний 
треугольник. Таким образом, при добавлении одной точки в центре 
звезды число звеньев сети ломаных возрастает на 3. Добавление 
следующей точки также приводит к изменению лишь центральной 
части фигуры, связанному с увеличением числа звеньев сети на 3 
(подробности перестройки фигуры ясны из сравнения рис. 41, 42 
и 43). Отрезки, соединяющие заданные точки, можно разбить на ряд 


семейств: 

Р.Р. 1 Βτιο] ιδιο ит. д., 

Р.Р: | PioPisll Βιοδιο ит. ἄ., 
а также аналогичные семейства отрезков, концы которых лежат на 
остальных парах лучей. Из выписанных в явном виде семейств сле- 


дует подобие участков, о котором говорилось при описании конфигу- 
рации для п == 0(то43), а также осуществимость построения 





Рис 42, 
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Рис. 43. 


фигуры. Случаи п = 12 без труда допускают непосредственное рас- 
смотрение. 

Итак, мы доказали, что 2 (Т\== 0, 2 (2) = 1, L(n) = 3(n — 2) при 
n> 3. 


35. 23 точки, 0 которых говоритея в ΥΟΠΟΒΜΗ задачи, делят 
окружность на 23 части. Пусть αι, a2, аз, ..., 223 — возникающие при 
этом дуги, взятые в том порядке, в котором они встречаются при 
обходе окружности. (За начало отсчета можно принять любую из 
дуг. В ходе решения нумерация дуг остается неизменной.) 

Докажем истинность утверждения I, 

На окружности К можно разместить 7 дуг длиной 7 см каждая. 
По крайней мере одна из дуг содержит менее 4 точек множества 2, 
ибо в противном случае число точек в 2 было бы больше или рав- 
но 28, что противоречит условию задачи. Обозначим через АВ дуту, 
содержащую менее 4 точек множества 2. Если дуга АВ содержит 
ровно 3 точки множества 2, то утверждение I доказано. 

Если же дуга АВ содержит менее 3 точек (то есть если число 
точек множества Z, принадлежащих дуге АВ, равно 0 или 2), то 
будем сдвигать ее по окружности так, чтобы конец А по очереди 
совмещался с точками множества 2. Мы утверждаем, что в момент; 
когда А совпадет с одной из этих гочек, дуга АВ булет содержать 
ровно 3 точки множества 2. Действительно, в противном случае для 


k= 1,2, 3,..., 23 выполнялось бы неравенство 
а, αρνί 
(под 42. мы понимаем дугу οι), откуда 
23 
pa (αρ ap) > 230% 
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Однако поскольку 
23 
2) αμ = 50, 
k=l 


то из последнего неравенства следовало бы неравенство 


2.50 > 23-7, 
что невозмажно. 
Докажем теперь истинность утверждения IT. 
Для этого требуется доказать, что для некоторого # (1 <k 23) 
одновременно выполняются неравенства 


аа, <7 и ааа, оа,;> 7, 


где 
а. = αι, Gag = ο, og == Ay 


Действительно, в противном случае 


23 
pa („На + Fp 9) 32 2931 


И 

93 

> (а, На, αμ ιο + αμ) < 20 37, 

k=l 
ИЛИ 

3.50 > 23-7 
и 
4.50 < 23, 


что невозможно. 
Таким образом, оба утверждения доказаны. 


36. Докажем прежде всего, что если вершины двух равнобед- 
ренных треугольников, имеющих равные основания и вершины, обра- 
щенные в одну и ту же сторону (например, «вверх»), совпадают 
с вершинами выпуклого шестиугольника, то α >> В, где α — угол при 
основании того треугольника, чье оспование расположено «ниже», 
а В — угол при основании другого треугольника. 

Из выпуклости шестиугольника, образованного вершинами тре- 
угольников, заключаем, что основания треугольников не лежат на 
одной прямой, а вершина одного треугольника не совпадает с вер- 
шиной другого. Докажем, что неравенство α >> В должно выпол- 
няться в каждом из двух возможных случаев относительного рас- 
положения треугольников (треугольники могут либо перекрываться, 
либо не перекрываться). 

Действительно, в первом случае (рис. 44), поскольку Z C’DC = 
= 180°— (Z DEB’ + ИВ) = а -— В, то при ας В должно было бы 
выполняться неравенство Z С’ЮС < 0. Иначе говоря, вершина С 
должна была бы лежать на треугольнике А’В’С’. 

Во втором случае (рис. 45) «68 0Ε = 180 — (д B’ED+ 
+ 2 ОВ’Б) = «—В Следовательно, при & < В продолжение сто- 
роны BC пересекало бы треугольник A’B’C’ и шестиугольник 
А’С’В’СВА не был бы выпуклым. 
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Рис. 44. Рис. 45. 


Предположим теперь, что существует выпуклый многоугольник, 
о котором говорится в условиях задачи. Рассмотрим лишь те из его 
вершин, которые совпадают с концами двух параллельных крестов, 
Концы крестов служат вершинами выпуклого восьмиугольника. От- 
бросив «нижние» концы крестов, мы получили бы два равнобедрен-. 
ных треугольника, и, по доказанному, углы при их основаниях удо- 
влетворяли бы неравенству В < a. Отбросив два «верхних» конца 
крестов, мы снова получили бы два равнобедренных треугольника 
и, также по доказанному, пришли бы к противоположному неравен- 
ству а < В. Полученное противоречие доказывает, что все концы 
двух параллельных крестов не могут совпадать с вершинами вы- 
пуклого многоугольника. 


37. Поскольку площадь круга равна площади 10 элементарных 
квадратов, находим его радиус: Г = У 10/л. Докажем, что круг ра- 
диусом У 10/л с центром в точке О с координатами хо == 0, yo = */ 
содержит ровно 10 узлов единичной квадратной решетки, а именно 
что этот круг содержит (см. рис. 46) узлы Αι, Ais, Ais, Аш, As, 
Ао, Azz, Aes, Аза, As и не содержит ни одного другого узла. 

Докажем прежде всего, что круг, о котором говорится в условии 
задачи, содержит точку Az, Отсюда будет следовать, что он содер 
жит первые девять из перечисленных выше узлов решетки. Имеем: 


2 ο +16 4 0, 
04}, = (1) ο 16 в 


Докажем, что наш круг содержит точку As: 


» [7 40 10 


4 π 


Докажем теперь, что ни один другой узел решетки не принад- 
лежит внутренности круга радиуса г с центром в точке О. Для 
этого достаточно показать, что точки Α.Α, Аж и Ag лежат вне круга. 
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Рис. 46 


Вычисляя последовательно квадраты расстояний от назваиных TO- 
чек до центра круга, получаем 


πω Ве ο ο ο ου 
04 =(4) = 16? a” ОА» = 16 16, 
043 = (+. $i aves, 


что и завершает доказательство. 


38. Приняв обозначения, показанные на рис. 46, напишем си- 
стему уравнений 





η 


у 9 Εμ αν) 
=> 2 

h? +(- = = x, 
2 1 
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ἰ 








Из второго и третьего уравнении находим 


1 = х\2 1 
ον Ες με 
5 qe i, 





а поскольку 








- о ορ 
το 
|1 —х\? Ue es) 
απ.) tayo (1-248) 


Итак, мы приходим к системе двух уравнений 


fe) 1 
9 4 


— «УЗ 
2 
уз 


ο 





a 





откуда после несложных преобразований находим 
ους. 2х2 —~(1 +273) x 
2(2—x V3) 


9 


Подставив полученное выражение во второе уравнение исход» 
ной системы, после довольно утомительных, хотя и несложных, 
преобразований получим для х следующее уравнение четвертого 


порядка: 


2х4 — (2УЗ — 8) x3 + (УЗ +2) х2 (38 +1)x—2=0. 


Очевидно, что x = | — один из его корней, но он не подходит 
по смыслу задачи. Разделив многочлен, стоящий в левой части урав- 


нения, на х — |, получим кубическое уравнение 


2х3 — (2УЗ — 3) х2 — (33 —х+2=0. 





УЗ — 
Подставляя х=2- aS ‚ преобразуем его к виду 
z+ рг - 9=0, 
где - 
_ _ 2Υ 5 +5 _ ТУЗ +18 
р г 4 ’ q afi 36 : 
Нетрудно проверить , что 
eg. AP 
4 + 27 =u 


зследствие чего кубическое уравнение имеет три различных веще- 
ственных ΚΟΡΗΗ, кеторые можно вычислить по формуле 


/— | 
2, == OV p cos = (Φ -|- 24π), 


где 2 = 0, 1, 2; cosp = —q/2p, ф =(W --ρ/δ). 

Для приведенных выше значений коэффициентов ри д COS ф = 
ow 0,706, откуда ф Ах 3n/4. 

Из условий задачи следует, что 12 < x < 1. Этому неравенству 
удовлетворяет лишь один корень кубического уравнения, соответ- 
ствующий. А = 2. 

Итак, 





- 2V3 +5 _1/3л 3 
c= Pa cos 5 (FE +2 + 20} = 0485, 


и, следовательно, 


_ 2¥3—-3 
σος 6 


x = 0,435 - 0,0766 = 0,512. 


Зная x, без труда находим ци Й: 
у = 0,11, A ~ 0,45. 


39. Ответ задачи зависит от того, будем ли мы считать различ- 
ными два зеркально симметричных тетраэдра или нет. В первом слу- 
чае число различных тетраэдров, которые можно склеить из палочек, 
равно 60, во втором — только 30. Докажем это. 

На рис. 47 схематически изображен тетраэдр, ребра которого 
обозначены буквами а, 6, с, а, ο, |. Перенумеруем палочки, из кото- 
рых будем клеить тетраэдр, числами от | до 6. Каждая из палочек 
может оказаться на месте любого из ребер а, 6, с, а, е, |. Таким 
образом, число возможных способов расположения палофек равно 
6! = 720, то есть числу всех перестановок шести предметов. Однако 
не все перестановки порождают различные тетраэдры. Некоторые из 
тетраэдров отличаются лишь орнентацией. 

Предположим на миг, что все ребра тетраэдра, изображенного 
на рис. 47, имеют одинаковую длину. Исследуем, сколько существует 
различных способов построения такого тетраэдра («готовый» тетра- 
эдр должен находиться в «эталонном» положении, показанном на 
рис. 47), Заметим, что: 1) основанием тетра- 
Эдра может служить любая из четырех его 
граней; 2) основание тетраэдра имеет вид 
равностороннего треугольника, который можно 
расположить тремя различными способами. 

аким образом, всего мы получаем 3 4 = 12 
различных положений одного и того же тетра- 
Эдра (и одновременно — все возможные поло- 
жения тетраэдра, при котором его ребра совпа- 
Дают с ребрами исходного тетраэдра). 
fie ассмотрим 720 возможных вариантов рас- 

ределения палочек 1—6 среди ребер а— А Рис. 47, 
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Каждый из склеенных тетраэдров встре- 
чается 12 раз в различных положениях. 
Следовательно, число различных тетра- 
эдров, которые можно склеить из 6 па- 
лочек различной длины, равно 720 : 12 = 
= 60. Ели мы не будем различать зер- 
кально симметричныне тетраэдры, TO 
число различных тетраэдров уменьшится 
вдвое и станет равным лишь 30. 





40. Внутренние, то есть прилегающие 
друг к другу, грани кубиков лежат в 
Рис. 48. трех парах параллельных плоскостей, 

одна из которых представлена на рис. 48. 

Прямая J, «произающая» куб, может пробить каждую из этих шести 
плоскостей самое большее в одной точке, а поскольку прямая { не 
пересекает ребра малых кубиков, то у нее может быть не более 
шести точек пересечения с внутренними гранями кубиков. Кроме 
того, прямая [ может пересекаться с двумя внешними гранями. 
Таким образом, общее число точек пересечения прямой с гранями 
кубиков lie превышает 8. Это означает, что прямая { «пронзает» не 
более 7 кубиков. . 
Для того чтобы упростить построение искомой прямой [, про- 
ходящей через 7 кубиков; перенумеруем 27 элементарных кубиков, 
из которых составлен большой куб, так, как показано на рис. 49. 
Каждый кружок соответствует кубику. Каждый кубик обозначен 
трехзначным числом: первая цифра означает номер (отсчитываемый 
снизу} горизонтального слоя, в котором лежит кубик, вторая — но- 
мер вертикального слоя, параллельного передней грани куба, и 
третья — номер (отсчитываемый слева направо) вертикального слоя, 
параллельного боковым граням. Если два кубика имеют номера, от- 
личающиеся лишь одной цифрой, например ШТ и 211, 213 и 223, 221 





Рис. 50. 
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и 222, TO эти кубики имеют общую грань: в первом случае — гори- 
зонтальную, во втором — вертикальную, параллельную передней 
грани куба, в третьем — вертикальную, параллельную боковым 
граням. 

Поскольку прямая ᾖἶ не проходит ни. через одно ребро, «прон- 
зенные» кубики не могут прилегать друг к другу только ребрами, 
и имеют общие грани. Следовательно, если номера пробитых пря- 
мой { кубиков выписать в том порядке, в каком они «нанизаны» на 
прямую {, например 


111, 211, 221, 222, 322, 332, 333, (1) 


TO получим последовательность, в которой соседние номера отли- 
чаются лишь одной цифрой и то на |, а первые, вторые и третьи 
цифры образуют неубывающие или невозрастающие последователь- 
ности. 

Нетрудно понять, что прямая { лишь тогда может проходить 
сквозь 7 кубиков, если два нанизанных на нее кубика находятся на 
противоположных концах диагонали большого куба. Такими ΜΟΓΥΊ 
быть кубики 111 и 333, 113 и 331, 133 и ЗИ или, наконец, 131 и 313. 
Действительно, лишь в этом случае мы получим 6 изменений цифр 
(при каждом изменении цифра 
увеличивается или уменьшает- 
ся на 1) и, следовательно (с 
учетом первого и последнего 
кубиков}, 7 кубиков, нанизан- 
ных на прямую {. 

Ясно, что если прямая | 
проходит через два кубика, ле- 
жащих на противоположных 
концах диагонали, например 
через кубики 111 и 333, то она 
проходит и через центральный 
кубик 222, который получается, 
если любой из «конечных» ку- 
биков сдвинуть вдоль диаго- 
нали, не меняя его ориента- 
ЦИИ. 

Последовательность куби- 
ков (1) можно изобразить в 
виде графа (рис. 50}, выбирая 
в качестве вершин кружки, рас- 
положенные так же, как на 
рис. 49. На таком графе пере- 
мещение по вертикали сопрово- 
Ждается изменением на | пер- 
вой цифры, перемещение по на- 
клонной — изменением на | вто- 
рой цифры и перемещение по 
горизонтали — изменением на 

третьей цифры. 
ohh оложение прямой |, про- 
щей через куб, будет опре- 
делено, если задать две точки, Рис. 51. 
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лежащие на прямой, например точки, 
находящиеся внутри кубиков 111 и 333. 
Проецируя большой куб на две взаимно 
перпендикулярные плоскости (одну — 
параллельную основаниям, другую — па- 
раллельную передней грани) и выбирая 
произвольные точки (Р’, Р”) и (Q’, Q”) 
в кубиках ΤΙ и 333 (рис. 51), мы неиз- 
менно получаем прямую {, проходящуюй 
через 7 кубиков (если только прямая & 
не пересекает пи одного ребра). 

В случае, изображенном па рис. οἱ, 
прямая { выходит из кубика 111 в точ- 
ке {, попадает в кубик 211, оттуда в точ- 
ке 2 попадает в кубик 212, затем (в 
точке 3) —в кубик 222, в точке 4—в 
кубик 223. в точке ὅ-- в кубик 323 и, 
наконец, в точке 6 —в кубик 333. Пере- 

fff сечение прямой { с любым ребром Μᾶ- 

р лого куба означало бы, что какие-то из 

ис. 52. ο 

точек J, 2, ..., 6 пересечения прямой | 

с внутренними гранями кубиков, попар- 

но совпадают (на рис. 5! этого не происходит). То же условие мож- 

но выразить иначе, потребовав, чтобы прямая ἱ ни на одной из 

проекций куба не проходила через узлы решетки, на которые разби- 

вают проекцию большого куба проекции элементарных кубиков, иль 

чтобы каждая из проекций Ги {” прямой проходила через 5 малыя 
квадратов. 

Расположение 7 кубиков, нанизанных на прямую [, для случая, 
изображенного на рнс. 51, показано на рис. 52. 

На прямую [, про®дящую через кубики 111 и 333, 7 кубиков 
могут быть нанизаны 36 различными способами. Эти способы можно 
схематически изобразить так: 





212 332 
211 8 
221 oe 323 
111 4 121 - 222 4 232 { ou 333 
122 233 
212 323 
It 2 
122 = | 233 


Возникают различные варианты нанизывания кубиков на пря- 
мую [ следующим образом. Возьмем набор кубиков, по которым 
прямая { (рис. 50) проходит от начального кубика 111 до централь- 
ного кубика 222. Повернув этот набор сначала на 120°, ‘затем еще 
на 120° вокруг диагонали куба, получим три набора кубиков, H306pa- 
женных на рис. 53. Еще три набора кубиков мы получим, взяв на- 
боры (рис. 54), симметричные трем уже полученным относительно 
диагональной плоскости (проходящей через диагональ основания и 
центр большого куба). 

От кубика 222 до кубика 333 прямая [ также проходит по 6 раз- 
личным наборам кубиков. Комбинируя (независимо один от дру- 
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hip 


Ft 


Puc. 54. 


roro) кубики первой шеетерки с кубиками вторей шестерки, получае 
всего 36 различных способов, которыми 7 кубиков можно нанизат 
на прямую |, 


41. Плотнейшую укладку сфер мы получим, если на слой сфер, 
показанных на рис. 55 сплошными линиями, положим сферы так, как 
показано на том же рнсунке штриховыми линиями. 

Малые промежутки образуются между четырьмя единичными 
сферами (на рис. 55 — между сферами с центрами в точках А, В, 
Сир). Поскольку все эти сферы касаются друг друга, их центры 
расположены в вершинах правильного тетраэдра ABCD ο длиной 
ребра, равной 2 (рис. 56). Сфера самого большого радиуса г1, какую 
только можно вложить в малый промежуток между еднничными сфе- 
рами, будет касаться четырех единичных сфер, а ее центр будет 
совпадать с точкой пересечения высот тетраэдра, 





Рис. 55. 
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Для вычисления радиуса Γι рассмотрим сечение CDF тетраэдра 
ABCD плоскостью, проходящей через две высоты СС’и DD’ τετρᾶ- 
supa (рис. 57). Имеем: 


CP =DP=CR=1, СЕ= ОЕ == УЗ, 
ИЗ _ ΥΣ 





FD’ = ЕС’ > ας CC’ =DD уз * 
Треугольники CSD’ и ЕО’ подобны, вследствие чего 
SC _ FD 
SD’ FD’* 
Учитывая равенство SD’ = DD’ — DS = DD’ — SC, получаем 
< ΥΣ 


= ? 
272 «ο 13 
V3 
SC=2y6 —3SC, 


oa. 


ИПИ 


Следовательно, 


а поскольку г; = CS — СЮ, то 
V6 


= |, 


Большие промежутки при плотнейшей укладке единичных сфер 
образуются между шестью сферами, например сферами с центрами 
в точках Ё, F, 6, H, Ки Ё на рис. 55. Поскольку любые три из ше- 
сти сфер, образующих большой промежуток, касаются друг друга, 
центры всех шести сфер располагаются в вершинах правильного 
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Рис 58. Рис. 59 


октаэдра EFGHKL с длиной ребра, равной 2 (рис. 58). Сфера самого 
большого радиуса г2, какую только можно поместить в большой 
промежуток между единичными сферами, будет касаться шести сфер. 
‘Ee центр будет совпадать с центром симметрии правильного тетра- 
эдра EFGHKL, или, что то же, с центром квадрата FGHK (рис. 59). 
Раднус г» можно вычислить как радиус окружности, касающейся 
четырех единичных окружностей, проведенных из вершин квадрата 
ЕСНК как из центров. 
Таким образом, 


КЕ= ЕС = СН =НК =9, HF=2Yy2, 


ΓΟΞΞΥ 9 —1. 


42. Пусть п — число плоскостей, проходящих через центр сфе- 
ры К параллельно граням данного правильного многогранника. На 
поверхности сферы каждая такая плоскость высекает большой круг. 
Ясно, что все большие круги пересекаются, причем, если многогранник 
правильный, то через любую точку на нем не могут одновременно 
проходить три больших круга, высекаемых плоскостями, параллель- 
ными его граням и проходящими через центр сферы. (Действительно, 
если бы через какую-то точку проходили одновременно три больших 
круга, то это бы означало, что в многограннике имеются по крайней 
мере три грани, из которых любые две не параллельны, а все три — 
перпендикулярны некоторой плоскости. Для правильных многогран- 
ников подобная ситуация невозможна.) Таким образом, рассматри- 
ваемые нами большие круги пересекаются в Π(Π --- 1) точках, а точки 
пересечения делят их на 2п(п —1) дуг, поскольку из каждой такой 
точки выходят 4 дуги, а каждая дуга соединяет 2 точки пересечения. 

тсюда следует, что у производного многогранника имеется W = 
=n(n—1) вершин и # = 9и(п —1) ребер. Если $ — число граней 
производного многогранника, то, воспользовавшись формулой Эйлера 
для многогранников w +s = k-+ 2, получим 


n(a—l)+s=2n(n—-1)4+2, 
S=n*?—n+2, 
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откуда 


откуда 





Пользуясь этим выражением, составим таблицу числа верши. 
ребер и граней для производных многогранников пяти платоновы.. 
тел. 





Производный многогранник 
Название правкль- 








ного (платонова) в 

многогранника w р 5 
Куб 3 6 12 8 
Тетраэдр 4 12 24 | 14 
Октаэдр 4 12 24 14 
Додекаэдр 6 30 60 32 
Икосаэдр 10 90 180 92 





Переходим теперь непосредственно к построению производны? 
многогранников. 

а) Особенно просто построить производный-многогранник куб. 
Сферу К можно рассматривать как впнеанную в куб. Тогда большие 
круги, высекаемые на поверхности сферы плоскостями, проходящими 
через центр сферы параллельно граням куба, будут пересекаться в 
точках касания сферы и куба. Следовательно, производным много- 
гранником для куба служит правильный октаэдр. 

6) Производным многогранником правильного тетраэдра являет- 
ся, как мы уже знаем, некоторый четырнадцатигранник с 12 верши. 
нами и 24 ребрами. Плоскость, проходящая через центр сферы 
параллельно основанию исходного тетраэдра, пересекается с плоско- 
CTAMH, параллельными боковым граням, по днаметрам сферы, парал- 
лельным ребрам, лежащим в основании тетраэдра. Следовательно, 
большие круги, соответствующие боковым граням тетраэдра, разби* 
вают большой круг, соответствующий основанию тетраэдра, на 6 page 





Рис. 60. 
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личных дуг, 10 же самое — ввиду правильности исходного ΜΗΟΓΟ- 
гранника — можно сказать и о других больших кругах. Таким 
образом, все ребра получившегося четырнадцатигранника равны ра- 
диусу сферы К. 

Большие круги, плоскости которых параллельны боковым граням 
исходного тетраэдра, пересекаются в 6 точках, образующих вершины 
двух сферических треугольников (рис. 60). Этим треугольникам в 
производном четырнадцатиграннике соответствуют две грани, имею- 
щие форму равносторонних треугольников. Повторяя те же рассу- 
ждения для остальных граней исходного тетраэдра, получаем всего 
8 конгруэнтных равносторонних треугольников. Поскольку ни одна 
пара треугольных граней не имеет общих ребер (зато каждая вер- 
шина принадлежит трем граням, имеющим форму равностороннего 
треугольника), то наше построение исчерпывает все ребра производ- 
ного многогранника. Таким образом, остальные 6 граней должны 
быть четырехугольными, а поскольку все ребра нашего производного 
многогранника имеют одинаковую длину, то эти 6 граней имеют 
форму ромба. 

Покажем, что все ромбы в действительности являются квад- 
ратами. 

Рассмотрим для этого ребра производного четырнадцатигран- 
ника, лежащие, например, в плоскости, параллельной основанию ис- 
ходного тетраэдра. Они образуют правильный шестнугольник, CTO- 
роны которого параллельны большим диагоналям четырнадцатигран- 
ника и, следовательно, ребрам, лежащим в основании исходного 
тетраэдра. То же самое можно утверждать и о других ребрах произ- 
водного многогранника. Однако поскольку непересекающиеся ребра 
тетраэдра попарно взаимно перпендикулярны, то и непараллельные 
стороны ромбов взаимно перпендикулярны. Следовательно, ромбы в 
действительности являются квадратами 

Таким образом, для правильного тетраэдра производный много- 
гранник имеет форму полуправильного четырнадцатигранника 
(рис. 61), построенного из квадратов и равносторонних треуголь- 
НИКОВ. 

в) Правильный октаэдр мы получим, соединив середины ребер 
тетраэдра отрезками, лежащими в гранях тетраэдра (рис. 62). По- 
скольку грани построенного таким способом октаэдра параллельны 
соответствующим граням тетраэдра, то производный многогранник 
правильного тетраэдра будет одновременно и производным много- 
гранником правильного октаэдра. 





У 


Рис. 61, Рис. 62, 
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г) Построение производного много- 
гранника правильного додекаэдра можно 
производить так же, как в случае пра- 
вильного тетраэдра. 

Выделим две параллельные грани 
додекаэдра и назовем их основаниями. 
Тогда плоскости, проходящие через центр 
сферы параллельно пяти боковым гра- 
ням, пересекают большой круг, лежа- 
щий в горизонтальной плоскости, по диа- 
метрам, параллельным ребрам, ограничи- 
вающим верхнее и нижнее основания 
додекаэдра. Таким образом, большой 
круг, лежащий в плоскости оснований, 
разбивается на 10 равных дуг. То же 
самое можно сказать и обо всех остальных больших кругах. Следо- 
вательно, длины всех ребер производного многогранника правильного 
додекаэдра равны. 

Большие круги, параллельные боковым граням, пересекаются в 
20 точках. Пять из этих точек образуют вершины одного, а еще 
пять — другого правильного сферического пятиугольника (существо- 
вание этих пятиугольников следует из параллельности плоскостей, 
пересекающихся вдоль ребер оснований, правильность — из равенства 
дуг и углов между дугами). Соединив хордами вёршины этих пяти- 
угольников, получим два правильных пятиугольника (рис. 63), ле- 
жащих в плоскостях, параллельных основаниям додекаэдра. 

Повторяя те же рассуждения для остальных пар граней додека- 
эдра, заключаем, что 12 граней нашего производного многогранника 
имеют форму правильных пятнугольников. Поскольку никакие два 
пятиугольника не имеют общих ребер, то наше построение исчерпы- 
вает все (см. таблицу) ребра многогранника. Следовательно, его 
остальные 20 граней должны иметь форму правильных треугольни- 
ков (доказано, что эти грани ограничены 60 ребрами одинаковой 
длины). Полученный многогранник называется полуправильным три- 
днатидвухгранником. 

д) Переходим к построению производного многогранника пра- 
BHJIbHOrO икосаздра. Поскольку этот случай гораздо сложнее преды- 





Е 





Рис. 64 
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пущи, мы назнем © рассмотрения ne BCCIO икосаэдра, а μπιν ο. 
половины, то есть части, образованной десятью гранями, сходящи- 
MHCA в вершинах какой-нибудь одной грани, например грани АВС 
(рис. 64), которую будем считать основанием икосаэдра. 

Плоскостями, параллельными этим граням, исчерпывается все, 
что необходимо знать для Построения производного многогранника, 
поскольку остальные грани параллельны граням, сходящимся в вер- 
шинах основания АВС. 

Плоскости, параллельные граням, имеющим общие ребра с осно- 
ванием, и, следовательно, параллельные соответственно прямым АВ, 
ВС и СА, делят большой круг, плоскость которого параллельна пло- 
скости основания, на 6 равных частей. Чтобы найти расположение 
точек деления этого круга плоскостями, параллельными остальным 
граням, необходимо вычислить углы между линиями пересечения 
боковых граней с основанием и ребрами, лежащими в основании. 
Вычислим, например, угол, образуемый линией пересечения граней 
BFG и АВС с ребром АС. 

Поскольку АЕЕСС — правильный пятиугольник, то продолжения 
его сторон АС и FG должны пересекаться в некоторой точке P, при- 
чем Z GPC = 36°. Отсюда следует, что 


opm cp—VE+! og VE tgp 


Из треугольника АВР находим длину отрезка BP: 
BP = V AB? + AP? — ЗАВ. AP соз 60° = 
= И AB? + (AC + CP)? — AB (AC + CP) = V AB? 4+ CP? = 


HV +в У esas 


Теперь уже нетрудно вычислить искомый угол между линией 
пересечения граней ВЕС и АВС и ребром AC, το есть Z BPA. 
Действительно, 


sin(Z АРВ) _ sin(Z BAC) 





AB BP : 
откуда - 
sin(Z АРВ) = АВ. sin(Z ВАС) = УЗ — 
ВР Υ10--Υ2 
И 
| V3 sea 
Z APB == arc sin = arc sin 0,3784 ~ 22°14’, 


Vi0o+V2 


Можно сказать, что 9 больших кругов, плоскости которых πᾶ- 
раллельны боковым граням икосаэдра, делят большой круг, лежа- 
щий в плоскости, ‘параллельной основанию, на 18 неравных частей: 
12 частей πο 22°14’ и 6 частей по 60° —2.22° 14’ = 15°32’. To же 
самое можно сказать и об остальных больших кругах. Таким обра- 
зом, не все ребра производного многогранника икосаэдра оказы- 
ваются равными: они разбиваются на две группы. Более длинных 
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ребер вдвое больше, чем коротких. 
Следовательно, у  производного 
многогранника правильного икоса- 
эдра 120 длинных и 60 коротких 
ребер. 

Рассмотрим теперь грани, пе- 
ресекающиеся, например, в верши- 
не А. Плоскости, параллельные 
этим граням, а следовательно, и 
ребрам JC, CB, BE, ED и БУ, вы- 
секают на сфере К два правильных 
сферических пятиугольника. Всего 
имеется 12 таких пяТИугольников 
(каждое ребро соединяет две вер- 
шины). Каждые 5 кругов, образую- 
щих два данных правильных пяти- 

Рис. 65. угольтика, пересекаясь, порождают 

10 треугольников — по 5 треуголь- 

ников при каждом сферическом 

пятиугольнике (рис. 65). Треугольники прилегают — каждый одной 

стороной — к пятиугольникам. Всего имеется 60 таких треугольников. 

Таким образом, все ребра производного многогранника правильного 

икосаэдра построены (см. таблицу). Его остальные грани, ограни- 

ченные 120 ребрами, имеют вид шестнугольников, все стороны кото- 

рых равны. Заменив дуги больших кругов хордами, получим произ- 
водный многогранник. 

Рассмотрим теперь шестиугольники более подробно. Их стороны, 
как уже упоминалось, равны. Они образованы дугами больших кру- 
гов, высеченных на сфере гранями, проходящими через ребра БУ, JH, 
HG, GF, FE и ED. Углы между гранями не одинаковы и зависят 
от того, смежны ли грани или имеют лишь общую вершину. Углы 
между сторонами равносторонних шестиугольников поэтому также 
не одинаковы. Если внутренние углы одного шестиугольника перену- 
меровать, то все четные углы окажутся равными одной, а все не- 
четные — другой величине. Однако поскольку стороны шестиуголь- 
ника, образованного хордами, равны, то он не может быть плоским 
шестиугольником, ибо тогда он был бы правильным шестиугольником 
(все его вершины лежат на сфере, н если бы он был плоским, то они 
лежали бы на одной окружности). 

Таким образом, в рассматриваемом случае производный много- 
гранник не является многогранником в обычном смысле. 





43. Приведем лишь один пример, противоречащий предположе- 
нию, которое сформулировано в условин задачи. 

Начертим развертку тетраэдра, в основании которого лежит 
равносторонний треугольник, а боковыми гранями служат равно- 
бедренные треугольники с углом при вершине $, равным 30° (рис. 66). 
Пусть Р — середина одного из ребер основания. Расстояние от лю- 
бой точки х развертки’ до точки Р всегда меныше длины отрезка PS, 
поскольку все точки развертки лежат внутри окружности радиуса 
PS с центром в точке Р и лишь точка $ лежит на самой окружности. 
Отсюда следует, что любая дуга, отличная от отрезка PS и соеди- 
няющая точки Р и S на поверхности четырехгранника, длиннее от- 
резка PS, Следовательно, наш четырехгранник опровергает предпо- 
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Рис. 66: Рис. 67. 


ложение, сформулированное в условии задачи, что и требовалось 
доказать. 


44. Пусть $ (рис. 67) — замкнутая поверхность, удовлетворяю- 
ая условиям задачи. Выберем такое сечение поверхности, которое 
не меньше любого другого сечения. Пусть таким сечением будет 
окружность К. Через центр О окружности К проведем произвольное 
сечение К” поверхности $. Плоскости, в которых лежат окружности 
К н K’, пересекаются по диаметру АВ окружности К, но это озна- 
чает, что АВ — хорда окружности К’. Следовательно, окружность K’ 
не может быть меньше окружности К, а поскольку, с другой сто- 
роны, К’ не может быть и больше К, то обе окружности равны и, 
кроме того, имеют общий центр. 

Сечение К’ было выбрано совершенно произвольно с единствен- 
ным условием: его плоскость должна была проходить через центр О 
окружности К. Поэтому всякое сечение поверхности 5 плоскостью, 
проходящей через точку О, обладает всеми свойствами, которыми 
по доказанному обладает К’. Следовательно, поверхность ὁ — сфера, 
что и требовалось доказать. 


45. Введем в пространстве прямоугольную систему координат X, 
У, 2 с началом в точке О (рис. 68). Выбрав на оси Х точку P, от- 
личную от О, проведем через нее прямую {, перпендикулярную оси Х 
и лежашую в плоскости XY, Затем в плоскости XY проведем дугу 
окружности АОВ с центром в точке Р и радиусом РО. Через пря- 
мую Ёи точку А проведем плоскость л. Будем поворачивать теперь 
плоскость д вокруг прямой Ё до тех пор, пока она не пройдет через 
точку В. Если в каждом положении плоскости л построить в ней 
окружность с центром в точке $ — середине отрезка MN, — проходя- 
щую через точки М и М (точка М лежит на дуге 408, точка Ν — 
На оси 2), то получится замкнутая выпуклая поверхность («двурог»), 
отличная от сферической и удовлетворяющая всем условиям задачи. 
Действительно, любая плоскость, проходящая через прямую &, nepe- 
секает построенную поверхность по окружности (если эта плоскость 
вообще пересекается с «двурогом»). 
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Рис. 68. 


46. Арифметическая независимость составляющих скорости Μᾶ» 
тернальной точки М исключает случай и = v = w == 0. Кроме того, 
не уменьшая общности, можно предположить, что u 2 0. 

Проекция точки М на ось x движется вперед и назад со ско“ 
ростью |u|. Если т — время, необходимое точке для возвращения 
в исходное положение М (0), то ее проекция Mx на ребро куба, πᾶ- 
раллельное оси х, также вернется в исходное положение за время т. 
Полный путь, который проекция точки М» успевает пройти за время 
т, равен |u|t. Если ἆ — длина ребра куба, то путь, пройденный Mx 
от начала движения до возвращения точки М в исходное положе- 
ние, состоит из четного числа Е отрезков 4. Таким образом, 
[ult = kd. 

Аналогично следуют из гипотезы о возвращении материальной 
точки М в исходное положение М(0) через время т > 0, 


М (т) =М (0), 
равенства для составляющих скорости, параллельных осям ии 2: 
[ο[τ-ςίά, |ш]|т= та. 


Но четные числа Ги т могут быть нулями, в то время как четное 
число К заведомо отлично от нуля, поскольку т > 0 и u 3% 0. Cues 


довательно, 
Пи] т— Е] | х== 1 κά — а =0, 
откуда, сокращая нат (т > 0), находим 
[|JujJ—k] vo] =0, 
Пи} - || +0. м ==0, 


Направление скорости (а следовательно, и знак всех ее состав- 
ляющих) частицы М в момент т однозначно определяется заданием 
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ее начальной скорости. Заменяя |и| на и или ---, a [VU] — на у или 
—v, получаем соотношение вида 


ри до Е го =0 


с целыми коэффициентами р, 4, г. Поскольку |р|=|9| 52 0, мы при- 
ходим к противоречию с той частью условия задачи, где говорится 
об арифметической независимости составляющих и, и, ш CKOPOCTH 
частицы М. Следовательно, предположение о том, что частица М по 
истечении времени т возвращается в исходное положение, неверно. 


47. Вторая часть условия задачи, в которой говорится о числах 
на несмежных гранях, допускает различные толкования. Ее можно 
понимать тремя различными способами. 

1. Каждая пара чисел, стоящая на несмежных гранях, имеет 
общий делитель (отличный от Lf; в дальнейшем для краткости мы 
не будем делать этой оговорки) 

2. Все числа, стоящие на гранях набора, который не содержит 
ни одной пары смежных граней, а в остальном произволен, имеют 
общий делитель. 

3. Выберем наугад любую грань Рассмотрим набор, состоящий 
из выбранной и всех несмежных с ней граней Все числа, стоящие 
на гранях, входящих в набор, имеют общий множитель. 

В зависимости от интерпретации второй части условия задача 
допускает различные решения. 

Предположим, что вторую часть условия мы понимаем так, как 
в п. |. Тогда задача разрешима для всех правильных и ие только 
правильных многогранников. 

Действительно, возьмем произвольный многогранник, перенуме- 
руем его грани последовательными натуральными числами и рас- 
смотрим все возможные пары граней. Каждая такая пара образо- 
вана либо смежными, либо несмежными гранями. Перенумеруем все 
пары несмежных граней. Рассматривая по очереди все пары не- 
смежных граней, выпишем на каждой из граней, образующих А-ю 
пару, по А-му простому числу Pr. Все числа, оказавшиеся по OKOH- 
чании перебора на одной грани, перемножим и, стерев их, заменим 
` полученным произведением. 

Может случиться, что некоторые из граней при указанном спо- 
собе заполнения их числами окажутся пустыми. На каждой из 
пустых граней ΗΔΠΗΜΙΕΜ по одному из еще не использованных про- 
стых чисел. 

Ясно, что при этом оба условия задачи будут выполнены не- 
зависимо от того, принадлежит рассматриваемый многогранник к 
числу правильных или нет. 

Если вторую часть условия понимать так, как в п. 2, то решение 
задачи аналогично предыдущему: нужно перенумеровать все наборы, 
Образуемые несмежными гранями, и на каждой из граней, входящей 
в К-й набор, написать А-е простое число. Дальнейший ход решения 
полностью совпадает с решением в уже рассмотренном случае. 

Наконец, если вторую часть условия задачи понимать так, как 
В п. 3, то задача имеет решение лишь для куба и тетраэдра. Среди 
правильных тел они выделяются тем, что грани, не смежные с любой 
выбранной гранью, не содержат ни одной пары граней, смежных 
друг с другом. В кубе для каждой выбранной грани существует 
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лишь одна несмежная с HeH грань, в тетраэдре любые две грани 
смежны. Разместить на гранях остальных правильных тел натураль- 
ные числа, не нарушив при этом второй части условия задачи, пони- 
маемой в смысле п. 3, невозможно. 


48. Никакие две из трех данных сфер ие могут касаться одна 
другой, ибо плоскость, проходящая через точку касания P, была бы 
касательной К обеим сферам и пересекалась бы с третьей сферой по 
некоторой окружности. Касательная к этой окружности в точке Р 
была бы касательной ко всем трем сферам, что противоречит усло- 
вию задачи. 

Следовательно, две сферы должны пересекаться по окружности, 
на которой лежит точка Р. Эта окружность пересекает третью сферу, 
ибо в противном случае прямая, касательная к окружности в точ- 
ке Р, была бы касательной ко всем трем сферам. Поскольку окруж- 
ность пересекает третью сферу в точке P, то она должна пересекать 
третью сферу еще в одной точке, которая также принадлежит всем 
трем сферам. 


49. Докажем сначала следующую лемму: среди всех треугольни- 
ков, вписанных в окружность, наибольшей площадью обладает рав- 
носторонний треугольник. , 

Предположим, что треугольник АВС, обладающий наибольшей 
площадью среди всех вписанных в данную окружность треугольни- 
ков (рис. 69), не равносторонний. Тогда у треугольника АВС имеют- 
ся по крайней мере две неравные стороны. Пусть, например, АВ == 
3 АС. Построим треугольник А’ВС, вершина А’ которого совпадает 
с тем из концов диаметра, перпендикулярного отрезку ВС, который 
лежит по ту же сторону от прямой BC, чго и точка А. Площадь тре- 
угольника A’BC больше площади треугольника АВС, поскольку оба 
треугольника имеют одно и то же основание ВС, а высота треуголь- 
ника A’BC больше высоты треугольника АВС. Действительно, A’F == 
= A’0+ ΟΕ, ΑΕ = AD+ DE, но OF = DE, а А’О > AD. Получен- 
ное ΠΡΟΤΗΒΟΡΕΠΗΕ доказывает, что треугольник с наибольшей средн 
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всех вписапеых в дапную окружнесть треугольников площадью ου” 
жен быть равносторонним. Лемма доказана. 

Переходим к доказательству основного утверждения. Предполо- 
жим, что существует тетраэдр ABCD, который, не будучи правиль- 
ным, тем не менее имёет наибольший объем среди всех тетраэдров, 
вписанных в данную сферу (рис. 70). Среди граней тетраэдра ABCD 
найдется по крайней мере одна, форма которой будет отлична от 
равностороннего треугольника. Пусть, например, треугольник АВС 
не равносторонний. Вообразим тетраэдр А’В’С’О, основанием KOTO- 
рого служит любой равносторонний треугольник, вписанный в ту же 
окружность, что и треугольник АВС. По лемме площадь треуголь- 
ника А’В’С’ больше площади треугольника АВС, а поскольку тетра- 
эдры ABCD и А’В’С’О имеют одинаковую высоту, то объем тетра- 
эдра A’B’C’D вопреки предположению больше объема тетраэдра 
ABCD. Итак, среди всех тетраэдров, вписанных в данную сферу, 
наибольшим объемом обладает правильный тетраэдр, что и требова- 
лось доказать. 


50. Условиям задачи удовлетворяют четыре прямые, изображен- 
ные на рис. 71. Три из них содержат ребра куба DC, ВВ’, А’О, а чет- 
вертая — прямая КЁ — проходит через середины противоположных 
ребер куба AA’ и CC’. Нетрудно видеть, что четыре перечисленные 
прямые не параллельны и не пересекаются (эти факты без труда 
доказываются с помощью аналитической геометрии, но мы примем 
их без доказательства). Покажем, что никакая пятая прямая не пе- 
ресекает все четыре прямые. 

Введем систему прямоугольных координат так, как показано на 
рис. 71 За единицу длины (одинаковую для всех трех осей) примем 
половину длины ребра куба. Предположим, что существует пятая 
прямая, пересекающая четыре проведенные ранее прямые в точках 
Р, Q, R, $, где точка Р лежит на прямой DC, точка @ — на прямой 
BB’, точка А — на прямой А’О’ и точка $ — на прямой КЁ. Точки 
пересечения имеют следующие координаты; P(x,0,0), 0(2,2,2), 
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Ю (0, y, 2), δα, ὁ —а, 1). Поскольку точки Р, Q, К, © лежат на одной 


—> —> — 
прямой, векторы PQ[2—x,2,2], PR[—x,y,2], Ρ5 [α---κ, 2 --- α, 1] 
коллинеарны, откуда 





===> (1) 








—х у 9) 
α-- χ 2—a 1 
— xX = у = 2° (2) 
Из (2) следует, что 
Е es (3) 
== 2a. (4) 
Подставляя (3) и (4) в (1), получаем 
2—2а 3 
—2а — 4—9а 


или квадратное уравненне 
а? — За 20, 


дискриминант которого меньше нуля. Таким образом, система урав- 
нений (1) и (2) не: имеет вещественного решения Следовательно, 
точки Р, Q, Ки $ не могут лежать на одной прямой. 


51. Рассмотрим куб ABCDA’B’C’D’ (рис. 72) и проведем из вер- 
шины A отрезки АВ’, АС’, AD’ и АС. Мы получим 3 пирамиды: 
АА’В’С’О’, АВВ’С’С и ADD’C’C (первая из них изображена отдельно 
на рис. 73). Эти пирамиды попарно равны. Действительно, возьмем, 
например, пирамиды AA’B’C’D’ и АВВ’С’С. Их высоты AA’ и ВВ’ 
так же, как и их основания А’В’С’О’ и ВВ’С’С, равны. Совместим 
основания пирамид AA’B’C’D’ wu АВВ’С’С так, чтобы вершина A’ 
первой из них совпала с вершиной В второй пирамиды, В’ — с С, 
C’—c С’и D’ с Β’. Тогда ребра AA’ u АВ пирамид совпадут. Не- 
трудно видеть, что аналогичное утверждение справедливо и ΟΤΗΟ- 
сительно других пар боковых ребер пирамид. 

Плоскость AA’C’ делит пирамиду АА’В’С’О’ на две треугольные 
пирамиды, каждая из которых служит зеркальным отражением дру- 
гой. относительно плоскости АА’С”. Проведя плоскости симметрии 
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Рис. 74. Рис. 75, 


АВС’ и ADC’ двух других четырехугольных пирампнд, мы получим, 
как нетрудно проверить, искомое разбиение куба ABCDA'‘B’C’D’ на 
6 четырехгранников, из которых три конгруэнтны, а остальные три 
переходят в первые при зеркальном отражении. 


52. Рассмотрим проволочную модель куба ABCDA’B’C’D’ и про- 
ведем в ней из вершины А отрезки ΑΒ’, АС’, АБ’ и АС (рис. 74). При 
этом мы получим три проволочные модели пирамид АА’В’С”О’, 
АВВ’С’С и АБО’С’С. Первую модель можно дополнить до полной 
пирамиды требуемым способом, соединяя каждую точку ребра АД’ 
с каждой точкой ребра B’C’ и с каждой точкой ребра 6 Β’. Анало- 
гично можно поступить и с двумя остальными моделями пирамид: 
во второй модели мы соединим каждую точку ребра АВ с каждой 
точкой ребра B’C’ и с каждой точкой ребра CC’, в третьей модели 
соединим каждую точку ребра AD с каждой точкой ребра С’О’ и 
кажлой точкой ребра СС’. Описанный способ дополнения модели 
«скелета» куба до модели телесного куба отвечает условиям задачи, 
поскольку, дополняя модели пирамид, мы проводили отрезки, кото- 
рые соединяют лишь точки, принадлежащие ребрам куба. 


. 053. Разделив квадратный участок на три прямоугольника отрез- 
ΚΟΜΗ AB и CD так, как показано на рис. 75, получим общую протя- 
женность границ раздела, равную 5/3. ΄ 

Разделим теперь квадратный участок линиями A’C’B’ и С’О так, 
чтобы АА’ = СС’ = ВВ’ = х. Ясно, что при этом площадь каждой 
ИЗ трех частей не изменится. 

Исследуем, при каких значениях х общая протяженность гра- 
Ницы раздела будет меньше 5/з. 

Чтобы ответить на этот вопрос, необходимо решить неравенство 


(рис. 75) 
2 (22) у ο) +3-=<3. 
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преобразуя его, находим 


“αν Επ)καγ [= x? + 2κ + Ι, 


15x? — 2х < 0, 
откуда 


2 
θςσαστς 


Обозначим общую протяженность границ в рассматриваемом 
нами классе разделов квадратного участка через L(x). Тогда 


р (Ув Fi tS -х. 


Функция L(x) достигает мннимума, равного 


2 15 
Lage 


~ 1,635 < — 
при 


ea ИЕ 
~ 60° 

54. Пусть О — точка, из которой выходят четыре луча, образую- 
щие друг с другом один и тот же угол (рис. 76}. Отложив на этих 
лучах отрезки OA = OB = ОС = OD, построим правильный тетра- 
эдр ABCD, Точка О — центр сферы, описанной вокруг тетраэдра. 
Продолжим отрезок OD до пересечения с плоскостью АВС и οὔο- 
значим точку пересечения D,. Точка О, — центр равностороннего 
треугольника ABC, а отрезок ОР, — высота тетраэдра ABCD. По 
свойству правильного тетраэдра D,O = Ор. Следовательно, 


Dio Όιο ae Soh ux. dhs 
откуда 


Z ВОР = arccos (- 3). 


Если бы в трехмерном пространстве нашлось пять лучей, выхо- 
ΠΠΠΙΗΧ из одной и той же точки и образующих друг с другом один 
и тот же угол, то, повторяя только что проведенные построения, 
мы бы получили правильный многогранник с пятью вершинами, а та- 
кого не существует. 


55. Воспользовавшись тем, что ABCDE — правильный пятиуголья, 
ник (рис 77), получим 


У5-У5 


где М — центр пятиугольника ABCDE, 
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Рис. 76. Рис. 77. 


Из треугольника AFM (поскольку Z AMF == 90°) можно вычис- 
лить « AFM: : _ 
ΑΜ. V2 


sin(Z AFM) = = Fe 
Теперь уже нетрудно вычислить искомый угол (4 AOF = @), 


образуемый радиусами OA и OF сферы, описанной вокруг двадцати- 
гранника. Действительно, Z АРО = 90° — &/2, откуда 


Е И вые 
V5s—Y5 κδ 


= arc cos 0,4472 = 43°26’, 





‚ (АВ = АР). 


sin(Z AFM) == cos = 


Следовательно, 
1 
V5 
56. Искомое отношение А равно отношению телесного угла, вы- 
секаемого на сфере тетраэдром, и остальной части сферы. 
Вычислим величину трехгран- 
ного угла правильного тетраэдра. 
ля простоты рассмотрим трех- 
транный угол, вершина которого 
совпадает с точкой С. Пусть г — 
радиус сферы. Проведя плоскости 
через каждые два ребра трехгран- 
ного угла, получим на поверхности 
сферы равносторонний сфериче- 
ский треугольник MNP (рис. 787. 
аждый из углов ф этого сфериче- 
ского треугольника равен двугран- 
ΒΟΜΥ углу тетраэдра, следователь- 
HO, P=are cos з = 0,39. Продолже- 
oe сторон сферического треуголь- 
Ика MNP образуют 6 сферических 
овУУГОлЬников, из которых 3 имеют 
щий сферический треугольник Рис. 78. 
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MNP, а 3 остальмые — общий сферический треугольник ΜΜ ΝΑ. Пло- 
щаль каждого из 6 сферических двуугольников составляет 29г? = 
== 2r2arccos!/s. Три двуугольника, имеющие общий треугольник 
(какой именно, MNP или M’N’P’, не существенно), занимают поло- 
вину сферы. Следовательно, если обозначить через х площадь тре-. 
угольника MNP, то 
3.247? — 2х == 2/7, 

откуда 


х = (Зф — л) /? = (3 arc оз — π] r? = 0,17лг?. 


Таким образом, интересующее нас отношение 


es a 2,8 


| 
Загс cos a — л 3 arc с0$ 5. — л 


in —(3 arc со: — я] 52 — 3 arc со 


57. Первым взвешиванием сравним любые 2 из 5 данных пред- 
метов. Пусть А — более легкий, а В — более тяжелый предмет Тогда 
результат первого взвешивания запишем в виде 


A<B 


(читается: «А легче В») Затем сравним два других предмета и обо- 
значим более легкий D, а более тяжелый — E: 


D<E. 


Пятый предмет обозначим С. 

Третьим взвешиванием сравним предметы В и Е. Обе возникаю- 
щие здесь возможности приводят к аналогичным рассуждениям, по- 
этому мы ограничимся рассмотрением случая В < Е. В итоге после 
трех взвешиваний мы знаем, что 


А<В<Е и DK<eE. 


Четвертым взвешиванием сравним пятый предмет С с предме- 
том В. Необходимо различать два случая: а) В < С; 6) С< В. 
В первом случае (В < С) 


А<В<Е, О<Е и В<С. 


Сравним (для этого понадобится пятое взвешивание) предме- 
ты Си. Здесь также необходимо различать два возможных случая: 
Е < Сили С < Е. 

Если АзЗВ<Ецж<С, то место предмета D, более легкого, 
чем Е, можно определить, сравнив A с ри Вс D. Таким образом, 
для полного упорядочения пяти предметов по весу в этом случае 
необходимо произвести 7 взвешиваний. 

В случае А < В < С<Е для определения места D также до- 
статочно произвести два взвешивания, а именно: сначала сравнить D 
с В, а затем в зависимости от результата взвешивания сравнить D 
либо с А, либо с С. В итоге мы снова производим 7 взвешиваний, 

Во втором случае (С < В) 


A<B<E, С<В и О<Е, 
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Сравним предметы А и С (пятое взвешивание). В обоих воз- 
можных случаях (АС <В или С < A<B<E) для onpenene- 
ния места предмета D, о. котором уже известно, что он легче пред- 
мета Е, достаточно двух взвешиваний. Следовательно, и в случае, 
когла С < В, семи взвешиваний достаточно, чтобы расположить 
предметы в порядке возрастания их веса. 

Поскольку мы исчерпали все возможные случаи, то доказатель- 
ство на этом заканчивается. 

Можно доказать следующее более общее утверждение: для того 
чтобы расположить п предметов (п > 2) в порядке убывания веса, 
достаточно произвести dn = | + nk — 2* взвешиваний, где А — нату- 
ральное число, удовлетворяющее неравенству οὗ < п = 2%. 


58. Первое решение. Обозначим через a, Би с доли об- 
щего запаса табаку, которые выкуривают за день Адам, Богдан и 
Вацлав. Тогда 


| J 1 
ан = =, ate=-~, бе =—. 
о а 
Складывая правые и левые части всех трех уравнений, получаем 
а + с = "fi. Комбинируя последнее уравнение по очереди с 
каждым из трех ранее выписанных уравнений, находим а = У, 
р = 3/120, с = "foo. Таким образом, всем трем курильщикам табаку 


хватит на 1: (!/1ло -+ 3/120 + 7/120) == 129/44 дней. Чтобы вычислить, 
сколько каждый из них должен заплатить за табак, достаточно раз- 
ο... 120 злотых на три части, относящиеся между собой, как 
Log, 

Второе решение. Ty же задачу можно решить рроще. 
Предположим, что Адам, Богдан и Вацлав выкуривают за день 
табаку на x, уи г злотых. 

Нетрудно видеть, что 


xt+y=4, χ--ζ-Ξδ, уг = 10. 


Решая эту систему уравнений, находим x = 1, y = 3, z= 7. 

Таким образом, всем трем курильщикам табаку хватит на 
120: (1-37) = 120:11 дней, а стоимость пачки они должны 
разделить между собой в отношении 1:3:7 


59. Предположим, что валики по полу и рельс Πο валикам ка- 
тятся без проскальзывания. Тогда условия задачи можно схемати- 
чески изобразить так, как показано на рис. 79. 

Если бы валики вращались таким образом, что их оси остава- 
лись бы на месте, то за один оборот валиков рельс перемещался бы 


8 A 





Рис 79. 
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от стены А к стене В на расстояние, равное длине окружностн Πο: 
перечного сечения валика. Однако сам валик также катится к сте- 
не В и за один оборот проходит расстояние, равное длине окруж- 
ности своего поперечного сечения. Таким образом, конец рельса 
упирается в стену A, когда рельс проходит расстояние 2.5 м, По- 
скольку длина рельса составляет 15 м, ширина фабричного цеха 
равна 25 Μ. 


60. Предположим, что играют п участников. Обозначим оценки, 


выставленные отдельными участниками, а1, @2,..., @п-1, An. Пусть 
а = тах (а4, Q2,..., ἄπ--2). 
Допустим, что участники с номерами 1, 2, ..., п—2 играют 


честно, то есть стараются как можно точнее ответить на поставлен- 
ный вопрос, а участники с номерами п —Т ил находятся в сговоре. 
В этом случае при сильно завышенной оценке а„_: будет выпол- 
няться неравенство 

απ--ι >a 


Для выигрыша участников сговора достаточно, чтобы второй из 
них назвал оценку . 
ап > (п-— !) ane). 


Действительно, при такой оценке среднее арифметическое $ оце- 
нок всех участников игры удовлетворяет неравенству 


$ = αι а - ... + би: any ап-1 (п — 1) απ--ι 
nA п 


== @п-—1. 


Поскольку ап-1>а, то 


откуда после несложных преобразований получаем 
05 -- αι--ι«ὸδ--α. 


Последнее неравенство означает, что если оценка а» не выигрывает, 
то по определению числа а выигрывает оценка ἄπ-ι. 
Для уменьшения опасности такого сговора правила вроцлавской 
игры можно изменить следующим образом: из оценок аи, а», ... 
., Qn—1, ап исключать две наивысшие, а затем вычислять среднее 
арифметическое остальных (п — 2) оценок и, сравнив с полученным 
значением все п оценок, устанавливать, какая из них оказалась наи- 
более точной. 


61. Предположим, что изображение страны на глобусе лежит 
между параллелями, плоскости которых пересекают ось x (общую 
ось симметрии таза и глобуса, проходящую через точку их касания) 
в точках aH ф (рис. 80). Если интервал Ах достаточно мал, то фи* 
гуры DEFG и О’Е”Е’С’ можно считать элементами сферических поя“ 
сов, ограниченных меридианами (рис. 81). Тогда площади фигур 
DEFG и О”Е’Е’С’ можно предотавить в виде 


2пгф (x 
$ реб = ВФ on гф (х) Ах, 


27 x) Ax 
SpE F/G’ ο CPE JA os R@ (x) Ax, 


-~ 
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где г и А — соответственно радиусы глобуса и таза, а Ф(х) = 


= £D,E= Ὀ Ε΄ — функция от x, определенная на интервале оси 
x ora до 6. 

Площадь Ρ΄ страны, спроецированной на таз, получим, проинтег- 
рировав выражение Аф(х)Ах (площадь элемента поверхности) πο κ 
от а до 6, а площадь Р изображения той же страны на глобусе — 
проинтегрировав выражение гф(х)Ах по х в тех же пределах: 


b b b b 
P= | R(x) dx=R [ ox) ах, P= | 9 ах=г [ φ 4) dx. 
a a a α 


Поскольку в обоих случаях под знаком интеграла стоит одна и 
та же функция, то оба интеграла равны и 


P’/P = Rir. 


То же отношение площадей получим для любой страны Ha гло- 
бусе и ее проекции на таз. 


62. Ясно, что куб, в вершинах которого располагаются узлы сет- 
кн, можно рассматривать как вписанный в максимальную сферу. 
Рассечем сферу плоскостью, проходящей через параллельные ребра 
куба, не принадлежащие одной грани (рис. 82). В результате мы 
получим сечение сферы — большой круг — и сечение куба, имеющее 
вид прямоугольника со сторонами а и αγ 2. Поскольку кратчайшая 
линия, соединяющая две точки на сфере, есть дуга большого круга, 
то шнурок, соединяющий узлы A и В, должен совпадать с дугой АВ 
большого круга, лежащей в плоскости проведенного нами сечения. 
Вычислим радиус большого круга. Пусть & — угол между диагона- 
лями АС и BD, опирающийся на дугу АВ. Тогда {16 а/2 = НУ2, οτ- 
куда а == 2 агс {5 (1/2). Поскольку длина дуги АВ составляет 10 см, 
то из соотношения @ = VAB/r, где 
г — радиус сферы, находим 


10 
2 arc tg 


| 
V2 
4 10 3 
seo 
V2 
500х 


о = 2245 em, 


3 (are ig Va y 


2 arc tg 
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63. Положение кораблей в момент πο- σ 
лучения приказа схематически изображено 
на рис 83. gol 
Забудем на миг о корабле В и пораз- Ur 
мыслим над тем, как должны двигаться KO- 
рабли А и С, чтобы за кратчайшее время 
прийти в одну точку океана. Ясно, что ко- 
рабли должны.держать курс прямо друг на 
друга, то есть двигаться вдоль прямой АС. р 
Встреча произойдет в точке О, причем 


АБ: CD =): 5%. 


Докажем, что корабль В приходит в 
точку D еще до прибытия в нее кораблей А > 
и С. Тем самым будет доказано, что местом Us; 
сбора кораблей в океане должна быть точ- 


ка D. А B 


Имеем: 


АБ: СО =v,:0,, АБ Ср = АС. Рис. 83. 


Решая этн уравнения относительно AD и CD, находим 


AD = ——^Щ— AC, CD = ——+*— AC, 
ас UV, + %, 


Следовательно, корабли Аи С встречаются через 


AD AC 


t= — = 
= = 


Us, “дс 





после получения приказа. 
За это время корабль В мог бы пройти расстояние, равное 


АС . 
υι ους B 


Для решения задачи достаточно доказать, что 


“В АС (1) 


Вв<——=— : 
οι + Ue 


Из треугольника ABC, воспользовавшись теоремой косннусов, 
получим 


AB? + АС? — BC? 
248. AC : 
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cos @ == 





Из треугольника АВВ находим 
BD? = АВ? -|- AD? — 248. Ар cosa = 


9 9 2 9 
о UA АВ” + АС" — BC 
— ДВ? А Дб — ПИ τος τς ен 
AB + Tye Act АВ AC дас 
= АВ? || — о A vA —A—-1)+ 
Ас + бд ὃς 
_ "a ους... "Cap РА 2 «4 ace 


B —— х ЗИ 
дс д % ы дс г. (οι ος)” 


Нам необходимо деказать, что выполняется неравенство (1), 





или 
бо en 
AB? 4- —— ВС: Е Иа ων, F 
ТА + с я С (8, + ος)” (οι + ος)” 
UR 
Разделив обе части последнего неравенства на —————— AC%, 
(ο с) 
получим 
ос (οι Рос) (481” | 04 (8g t%) {861 дос 
τν а т но 
UB AC Up AC UB 


Подставляя в Левую часть неравенства числовые данны® 
задачи, убеждаемся, что требуемое неравенство соблюдается: 


12 - (154-12) {10015 15-(15 +12) ο. 15.12 
202 (50 + 902 0} — 902 — 
12.27. 18-27-112 15. 81-20 + 81-112 — 15-12-20 
902-4 202.102 — т == 203 = 
— 1620 + 9801 — 3600 _ 7821 
203 ~~ 8000. 


Итак, корабли А и С должны следовать вдоль прямой AC, 
а корабль В — держать курс на точку их встречи D. Прибыв в D 
раньше кораблей А и С, корабль В ожидает их прибытия в «район 
сосредоточения». 


64. Задача о фальшивой монете принадлежит к числу тех задач, 
которые можно решать методами теории информации * Мы бы хо- 
тели здесь лишь отметить, что 2 — наименьшее число взвешиваний, 
позволяющее (в условиях задачи) определить фалыпивую монету. 


иена στ ES ино ESD 


* Читателям, которых заинтересуют эти методы, можно порекомен- 
довать книгу: А. М. Яглом и И. М. Яглом, Вероятность и ин* 
формация, изд. 3-е, перераб. и доп, М, изд-во «Наука», 1973. 
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Денствительно, наименьшее число взвешиваний # связано с числом 
всёх монет N формулой 


ве Peevey 
= log 3 : 


где [x] означает «целую часть» числа х, TO есть наибольшее из целых 
чисел, не превосходящих x. В интёресующем нас случае Ν = 4, сле- 
довательно, А = 2, 

Перейдем к решению задачи. Обозначим монеты А, В, Си D, 
а их вес —а, 6, си 4. При первом взвешивании на одну чашу весов 
положим монеты А и В, а на другую — С и пятиграммовую гирьку. 

Возможны два случая: 

|. Чаши окажутся в равновесии. Следовательно, а + ὃ = с-5, 
и фальшивой должна быть монета О. Положив при втором взвеши- 
вании ее иа одну чашу весов, а гирьку или любую из трех осталь- 
ных монет — на другую, мы сможем установить, в какую сторону 
от нормы отклоняется ее вес: вверх или вниз. 

2. Чаши весов не находятся’ в равновесии. Следовательно, 
a-+6c-+5, и монета  -- полновесная, а фальшива одна из мо- 
нет A, В, С. При втором взвешивании положим монету А на одну 
чашу весов, а монету В — на другую. Равновесие (а = 6) будет 
означать, что фальшивой является монета С, причем, если при пер- 
вом взвешивании a+ 6 >c-+-5, то она легче полновесных, а если 
α--ὃ < с--5, то тяжелее. Отсутствие равновесия (а 7 6) будет 
означать, что фальшивой является А или В. Если а+ < е-5и 
а < 6, то фальшива (легче полновесной) монета А. Если а в < 
< с +5 иа >> БВ, To фальшива (и также легче полновесной) моне- 
та В. Если atb >c+5 Ἡ a> Od, To фальшива (но Ha этот раз 
тяжелее полновесной) монета A. Если же, наконец, a+b >с+5и 
а < 6, то фальшива (и также тяжелее полновесной) монета В. 


65. Пусть G означает любую дорожную сеть, связывающую че- 
тыре данных города. Сеть С можно рассматривать как граф **, вер- 
шины которого соответствуют городам и развилкам, а ребра — отрез- 
кам дорог между вершинами. 

Предположим, что дорожная сеть С имеет i -+ 2 развилки. Пусть 
NH т означают число вершин и ребер графа С. Тогда 


п=6-- ἰ, 


Поскольку из каждого города выходит по крайней мере одно 
ребро графа, а из каждой развилки — по крайней мере 3 ребра, то 
справедливо неравенство 


>25 1443 (+2) =5+2 1 


Граф С связен. Введем новое обозначение: 
у (С) = т—п-1. 





* Основание логарифмов не существенно, поскольку Ё зависит от 
их отношения. — Прим. перев. 
* См., например, книгу: К. Be px, Теория графов и ее приложения, 
ИЛ, Μ., 1962. — Прим. перев. 
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Из выписанного выше неравенства и соотношения п = 6-й 
следует, что v(G) = 1/2. Это означает *, что если у G имеется более 
двух точек ветвления (развилок дорог}, то С содержит замкнутую 
петлю. Но сеть, содержащая замкнутую петлю, не удовлетворяет 
требованию минимальности затрат на ее строительство, ибо, отбросив 
одно из ребер графа (разорвав петлю), мы получим гораздо более 
экономичную дорожную сеть, связывающую те же четыре города. 


66. Наибольшей производительности достигли: на Г машине — 
швея С, на II машине — 1йвея E и на V машине — швея ДО. 

Швею С можно было бы также принять, поручив ей работать на 
Il] машине (производительность ее составила бы 12 злотых), но TO- 
гда | машину следовало бы отдать швее D (производительность 
11 злотых), но при этом портной из-за изменения производительности 
швеи, работающей на | машине, потерял бы 15 —11 = 4 злотых. 
Поэтому ему выгоднее посадить за ПГ машину швею F (производи- 
тельность 1| злотых),-при этом он потеряет на ИТ машине лишь 
12 —11 = | злотый. 

Наивысшей производительности на JV машине- достигла все 
та же швея С. Однако, рассуждая так же, как при рассмотрении 
П[ машины, нетрудно показать, что [У машину выгоднее всего от- 
дать швее С | 

Так мы приходим к следующему распределению принятых швей 
по машинам: 


I—c, П-Е Ш-Р, IV—G, V—D. 


Производительность мастерской при этом составляет 15+ 10+ 
+ 11+ 16 + 14 = 60 злотых, что ненамного меньше той, которая 
была бы достигнута, если бы на машинах ПГ и IV работали швеи 
с производительностью швеи С (в этом случае производительность 
составляла бы 62 злотых). 


67. Задача относится к числу так называемых задач о встрече 
движений, выделенных в настоящее время в специальный раздел 
теории игр. : 

Мы приводим два решения: первое полностью элементарно, BTO- 
рое использует простейшие методы теории дифференциальных урав- 
нений. Сопоставление столь различных методов будет небезынтерес” 
ным и заведомо полезным для некоторых читателей. 

Первое решение. Стратегия, позволяющая контрабандисту 
вырваться из западни, может, например, состоять в том, что он бу- 
дет все время направлять лодку по прямой, проходящей через се- 
редину любой из сторон правильного шестиугольника, в вершинах 
которого в начальный момент располагались полицейские катера. 

Пусть О — центр шестиугольника, в котором находится лодка 
контрабандиста, а А и В — вершины шестиугольника, занятые поли- 
цейскими катерами (рис. 84}. Полицейский А, следуя приказу, все 
время держит курс строго на лодку О, поэтому его катер описывает 
некоторую дугу AA’. Путь полицейского был бы короче, если бы его 
катер двигался по отрезку прямой AS, где $ — центр равнобедрен- 
ного треугольника АОВ. Докажем, что и в этом случае контрабан- 
дист может уйти из западни. Известно, что Ил = “/5 У, где Va — 





* См. второе примечание на стр. 181. 
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скорость полицейского катера, а Vo — ско- 
ость моторной лодки контрабандиста. Если 
контрабандист находится в точке 5, то по- 
лицейский находится на отрезке AS в точ- 
ке Αι на расстоянии 45А$ от точки А 
(рис. 85). Допустим, что в точке A, поли- 
пейский избрал оптимальную стратегию и 
направил свой катер так, чтобы перехватить 
лодку контрабандиста в упрежденной точ- 
ке С. Ясно, что А.С = %/55С. Обозначив 
длину отрезка A;C через x и применив 
к треугольнику A,SC теорему косипусов, 
получим 


2 
(5 5ο) = SC? 4x2 ~28C+x+ 4, 





ИЛИ é Рис. 84. 
να ας а 2 — 
SCx + 5 SC 0. 


Поскольку дискриминант этого квадратного уравнения отрица- 
телен, 
36 


= pos πο 
A=SC ορ οσς0, 


то полицейский не догонит контрабандиста. 
Второе решение. Пусть ¢ означает время. Предположим, 
что при # = 0 лодка контрабандиста находится в начале координат, 
полицейский катер — в точке А с координатами (хо, Yo) и контрабан- 
дист движется вдоль оси ΟΥ (рис. 86). В момент времени Ё контра- 
бандист будет находиться в точке с координатами (О, 254), a поли- 
цейский катер — в некоторой точке C(x, у). Пусть 
rex), у=у(0) 7 
— уравнения движения полицейского катера. Тогда V=(x(f), 9(4)), 
. > --» 
где x = dx/dt, y = dy/dt — вектор скорости катера. Ясно, что Γ168. 
—> 5 
Но вектор СВ имеет составляющие (О — x, 25t — и). Следовательно, 
x _ 8 
—x у’ 


&(y — 25t) = gx. (I) 


HAH 





Puc. 85. 
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По условию задачи ha ε-- 2) (узлов), поэтому 
V #2 + 9? - 00, (2) 
Рассмотрим уравнения (1) и (2). Введем новое обозначение: 


и = х/(у— 251). Тогда у — 25 = х/и, и уравнение (1) перейдет 
в уравнение 


— хх/и = gX, (3) 
ИЛИ 
Х/и =. (4) 
Уравнение (2) в тех же обозначениях можно представить в виде 
У? + 12/и? = 20, 
или 


~AXxV I+ Πω = 20, (5) 
причем знак следует выбрать Tak, чтобы выполнялось неравенство 
x γι + a >0. Поскольку η — 25t = x/u, то 


udx—x du 


dy — 25 dit= Е р 
откуда : 
: их — хи 
1 — 25 = а} 
или, наконец, 
Е их -- Е 425. 


Подставив вместо й левую часть уравнения (4), получим 





Е их — хи 
Хи = a + 25, 
ИЛИ 
хи 
στ — 25, 
Итак, a4 
25и 
=. (6) 


Разделив левую и правую части уравнения (5) соответственно 
на левую и правую части уравнения (6), найдем 


sified ge == 


Ho i/a == dx/du, следовательно, + dx/dtV1-+ Ни? = 4х/5и?, откуда 
хх == + du/5u И и? +1, или | р | чит Ут? +1. Слева 


стоит „табличный“ интеграл: | ах/х = ШС |x|, где С — произволь- 
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ная постоянная. Интеграл, стоящий в правои части, также легко 


вычисляется: 
du 
t= In 


uVur+1 








Ури — 1 
^. и . 


Таким образом, 


ar γω Γ--ἰ 
u 


Cx 


или Схи = + (Ир τ-- 1). Знак постоянной выберем так, чтобы 


---- νο» 


Схи = У и? +1 — 1. Подставляя в последнее уравнение и=х/(и—251), 
получаем 


κ Vx? -- 251)? ] 


y — 95 (и — 25) , 
откуда 
Cx? = | x? + (y — 25023 (y — 250), 
HAE 


Cx? + (y — 25t) =V x? + (y — 25/1. 


У 


Возводя в квадрат обе стороны этого выражения, находим 
C2xt + 2Сх? (у — 251) = x3, 
или (после сокращения на x?) 


012 + 20x 44 | 
dx 


Ясно, что в том уравненин С + 0, ибо в противном случае мы 
пришли бы к противоречию 0 = |. Следовательно, 


= | — С2х2 


И ЕС. αλ, 


| — С2х? 1 ee εν 
gas | aces se in[xl ese +C\. 


Итак, yoo при х-—> 0. Отсюда мы заключаем, что полицейский 
катер никогда не достигнет оси ΟΥ, то есть никогда не догонит 
лодку контрабандиста. 

Преобразуя уравнение, мы разделили обе его стороны на х?. Эта 
операция была бы невозможна, если бы х был тождественно равен 0 
при любом х, то есть если бы точка все время находилась на оси 
ОУ. Однако мы всегда можем выбрать оси координат так, чтобы на 
оси ΟΥ при {-- 0 не было ни одного полицейского катера. 

Как следует из решения задачи, контрабандист всегда может 
вырваться из западни и уйти от погони, если будет следовать πο 
прямой в любом направлении, лишь бы оно не было направлением 
на полицейский катер. 
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68. Космонавт производит посадку в точке Го и отправляется 
в точку Py, из которой идет в точку Pz = Ро. Следовательно, точ- 
ка Р. расположена от точки Py дальше, чем Po: 


Р.Р, <Р\Р.. (1) 


При продолжении маршрута каждый следующий этап был бы 
не короче предыдущего: 


Р.Р» < Р.Р. < РзР4 < ... < Ри-1Рп- (2) 


Если бы по окончании Μ-ΓΟ этапа космонавт вернулся в Po, то 
в силу неравенств (1) и (2) должно было бы выполняться нера- 


венство 
PoP) <Pn—1Po, 


что противоречит выбору точки Py как наиболее удаленной от 
точки Po. 


69. Задача о горном озере относится к теории так называемых 
звездных множеств. 

Звездными называются множества, вообще говоря, не выпуклые, 
но обладающие тем не менее по крайней мере одной точкой, кото- 
рую можно соединить с любой другой точкой множества отрезком 
прямой, все точки которого принадлежат рассматриваемому множе- 
ству. Задача о горном озере сводится к доказательству того, что 
множество точек, обладающих таким свойством, выпукло. 

Обозначим через Х множество всех точек на поверхности озера, 
из которого видна вся его гладь, а сами точки через А, В, С,.... 
Требуется доказать, что если ASL, BEL и точка С лежит на 
отрезке АВ, то Се». 

Пусть Р — произвольная точка на поверхности озера. Докажем, 
что точка Р видна из точки С. Поскольку ΑΣ и BEX, το отрез- 
ки АР и ВР целиком проходят по озеру, нигде не выходя на сушу 
(рис. 87). Точка С расположена между точками А и В, следова- 
тельно, отрезок СР лежит внутри треугольника АВР. Предположим 
теперь, что точка Р не видна из точки С. Тогда на отрезке СР долж- 
на была бы находиться некоторая точка Q, не принадлежащая по- 
верхности озера. Но тогда точка @ «загораживала» бы точки, лежа- 
щие на продолжении отрезка BQ за ©, и точка R пересечения от- 

резка АР с продолжением от- 

B резка BQ не была бы видна из 
точки В. Это противоречит то- 
му, что В = У. Следовательно, 
из точки С видна любая точка 
поверхности озера, что и требо- 
валось доказать. 


70. Карты, о которых гово- 


C рится в условии задачи, имеют 

форму подобных прямоуголь- 

Ἐν... ников ABCD и А’В’С’О’, при- 

A R Ρ чем точке A соответствует ΤΟΥ; 

| ка A’, точке В — точка В 
Рис. 87. HT. д. 











Рис. 88. Рис. 89. 


Если AB||A’B’, то прямоугольники гомотетичны (на рнс. 88 ποκᾶ- 
зан случай прямой, а на рис. 89 — обратной гомотетии}. Две 
(и только две) точки школьной и прозрачной карт, соответствующие 
одной и ТОЙ же точке на местности, в этом случае совпадают 6 Π6Η: 
тром гомотетии О. Точка О лежит на пересечении прямых AA’ и BB’, 

Если кальку повернуть вокруг Центра гомотетии в некоторое 
наклонное (относительно нижнего обреза школьной карты) положе- 
ние, то гомотетичность карт нарушится, но подобие прямоугольников 
сохранится. 

Предположим, что калька косо наложена на школьную карту, и 
попытаемся найти для этого случая точку О — центр, относительно 
которого повернута калька, и одновременно центр гомотетии в исход- 
ном положении карт (когда АВ|А”В’). 

Прямые АВ и A’B’ (рис. 90) пересекаются в точке Ё, прямые 
CD 1 С’О’—в точке ЕЁ. Прямые AD и A’D’ пересекаются в точке С, 
прямые ВС и В’С’— в точке Н. Прямые EF и СН пересекаются в 
искомой точке О. 


ρ/ 







μας. νο, 
Τὸ 
А, И 
ГИ“ b № EB * 
ву” 
| 
1 
4 
' 
Рис 90. 
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Докажем это’ утверждение. Пусть АВ = а, АВ =a, ВС =, 
B’C’ = 0’. Ясно, что 

а’ 0’ а 

a 6” 








где $ — коэффициент подобия. 

Далее ОМ | А’В’и ЕК 1 A’B’, причем точки М и К лежат на 
А’В’. Кроме того, ОМ L АВ и FL 4 АВ, причем точки № и Ё лежат 
на АВ. 

Поскольку треугольники МОМ и LFK гомотетичны (точка Ё — 
центр гомотетии), то 


ОМ ЕК b’ 
ON FL ob 


Нетрудно видеть, что OS = A’D’ un НР 1 A’D’, причем точки $ 
и Р лежат на А’О’. Аналогично OT L AD и ΗΝ 1 АБ, причем 
точки Ги R лежат на AD. 

Треугольники TOS и RAP гомотетичны (точка G — центр гомо- 
тетии), следовательно, 


05 НР а’ 





OF UR an 
а поскольку 
OS _ OM 
OT” ON’ 
10 
OS _ OT 
OM” ON‘ 


Из последнего равенства следует, что О — искомая точка. 


71. На рис. 91 шнурок показан в исходном положении (ABCD) 
и отклоненным от плоскости осевого сечения (ABC’D’), Пусть 
x= х РО’ = / СОС’ (pre. 92), тогда D’C’ == 2г созх. Дуга DD’ 
равна rx, а отрезок AD’ = ВС’ =гУ | + κ”. 

Длина шнурка в исходном положении ABCD равна Gr, а в OT- 
клоненном АВС’О” 


Or -- "ут + x2 + 2 cosx == 2r (1 -- созх + ИТ - х?). 


ce _& 
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Исследуем, как ведет себя разность этих величин 
у (х) == 6r — 2r (1 + cos x + и! + x?) == 2r (2 — cosx—V1 + x2). 


Если нам удастся показать, что у(х) всегда принимает значения, OT- 
лизные от нуля, то это и будет означать, что шнурок можно снять 
с банки, не растягивая его и не разрывая. 

Покажем, что при 0 < х < n/2 производная функции у(х) по- 
ложительна, то есть что 


x 
το > 0 
Vi+ x? 


Пусть x = tg а. Тогда из известного тригонометрического выра- 
жения следует, что 


у’ =sinx— 


x 
—_———_. 
V1 + x2 
Ho для всех а справедливо неравенство 

ава =х. 


sing == 


π 
2 
sina < sin x, 


Следовательно, для O<a<x< 


ИЛИ 
<sin x, 


are 
ИТ-Е x? 
л 
откуда при 09<%*<5 получаем, наконец, неравенство 


р х 
= ———>0. 
ИЕ- д? 

Таким образом, функция y(x) в интервале [0, л/2] монотонно 
возрастает и принимает наименьшее значение при х == 0 и наиболь- 
шее — при x = 1/2: 


y=0, з(7) => (2-У 1+5 λα 


Это означает, что разность между длиной шнурка в исходном 
положении ABCD и в отклоненном положенни ABC’D’ всегда поло- 
жительна, вследствие чего шнурок можно снять с банки, не растяги- 
Bad его и не разрывая, 

Если исключить трение, то равновесие шнурка в исходном поло- 
жении неустойчиво. 


72. Переменные Х и 7 могут принимать четыре значения: О, А, 
В и AB. Следовательно, всего можно написать 16 отношений Х — У, 
ORHH из которых истинны в силу правил Г — ПТ, а другие ложны 
В.силу правила ΙΝ. Подставляя вместо Х в`правила 1 — Ш четыре 
возможных значения, получаем следующие истинные отношения: 
0-0, O+A, О-В, О>АВ, А-А, A>AB, В-»В, В АВ, 
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АВ АВ. Остальные отношения (Α--ο, А->В, Ὁ--ο, В->А, 
АВ —О, AB—A, АВ-В) в силу правила IV ложны. Отсюда не- 
посредственно видно, что правила |] — [У непротиворечивы, поскольку 
из них не следуют никакие два взаимно исключающие отношения. 
Точно так же можно убедиться в том, что из правил [ — IV следует 


отношение А —> В (поскольку отношение А -+ В ложно). 

Остается еще доказать транзитивность отношения - +, то есть 
что из ХУ, YZ следует Х-— 7. Поскольку переменные X, У, 2 
прннимают лишь по четыре значения, то транзитивность отношения 
—+ можно доказать, рассмотрев все комбинации групп крови О, А, 
В, АВ. 

Если Х = 0, то как У, так и 2 могут принимать произвольные 
значения, лишь бы выполнялось отношение Y -+ 2. В силу правила III 
отношение О -—* 2 истинно для любого 2. Следовательно, при Х = О 
отношение —» транзитивно. 

Докажем теперь транзитивность этого отношения при X 52 0. 

Если Х = А, то возможны три случая: a) Y=A un Z=A; 
6) У= Аи 2 = АВ; в} У = АВ и 2 = АВ. Отсюда мы получаем 
три утверждения: 


а) ecm A > А, А>А το A->A; 
6) если А > А, А > АВ, то Α-» АВ; 
в) если А > АВ, ΑΒ-»ΑΒ, то A->AB. 


Из правил I—II следует, что все три утверждения истинны, 
Аналогично доказывается транзитивность отношения —, при X = В. 
Для этого достаточно в перечисленных выше утверждениях заменить 
отдельно стоящий символ А символом В (символ АВ остается без 
изменений). 

Рассмотрим, наконец, случай Х = АВ, У = АВ и Z = АВ. Соот- 
ветствующее утверждение имеет вид 


если АВ-> АВ и АВ->АВ, το АВ > ΑΒ, 


Ἡ, очевидно, истинно 
Таким образом, задача полностью решена. 


Τὸ. Вывод, к которому пришли студенты-медики, объясняется 
просто: их третий товарищ имел группу крови А или В. 

Докажем, что если бы третий студент имел группу крови А, то, 
пользуясь его кровью, можно было бы определить группу крови 
любого пациента Х. Действительно, при исследовании крови третьего 
студента и пациента Х возможны четыре случая: 


ПА->Х, ХА; 3) (A>X), Х>А; 
2) А>Х, (X >A); 4) (A>X), (X >A) 
(черта сверху означает отрицание}. 
В первом случае из AX следует, что Х πε, Х 52 0, а из 


Χ -- А — что Х = ΑΒ, откуда Х = A. 
_ Во втором случае из AX следует, что Х = В, X #O, а из 


ХА — что Х 52 0, XA, A, откуда Х = АВ. 


В третьем случае из AX следует, что Х = А, Х ~ АВ, а из 
Х-—А — что Х #B, откуда Х = O. 
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Наконец, в четвертом случае из AX следует, что X 5ε Α 
Х + АВ, а из Х>А — что Х 52 О, ΧΑ, откуда X = В. 

Итак, во всех случаях группу, к которой принадлежит кровь 
пациента, можно установить, пользуясь лишь кровью группы А. Ана- 
логично доказывается возможность определения любой группы крови 
с помощью крови группы В. 

Докажем теперь, что всем условиям задачи удовлетворяет лишь 
тот случай, когда кровь третьего студента-медика принадлежит к 
группе A или В. Действительно, пусть Х, У, 2 — группы крови трех 
студентов. Исследуя кровь Х и Υ, студенты могли прийти к одному 
низ следующих четырех заключений: 


I) X>Y и Y->X; 3) (Χ >Y) и YX; 
2) X>Y и (Y>X); 4) (X>Y) и (YX). 


В первом случае оба отношения истинны лишь при X = У, Сле- 
довательно, в этом случае студенты не могли определить своих групп 
крови. 


Во втором случае из (’-—Х) следует, что УэЕХ, X #AB и 
У == О. Поскольку, кроме того, должно выполняться отношение 
X— У, то возможны лишь Х = On 7 = АВ. 

Аналогично в третьем случае допустимы лишь У = О, X = ΑΒ. 


Наконец, в четвертом случае из (Х-— У) следует Х πε У, Х 52 0, 


У =- В, а из (Υ -- Χ), кроме того, что Х 5 АВ и Υ 90ο. В этом 
случае, так же как н в первом, два студента не могут определить 
свою группу крови, ибо одинаково возможны и Х =A, У=В, и 
Х = В, Υ -- Α. 

Отсюда ясно, что два первых студента-медика могли определить 
свою группу крови лишь в том случае, когда у одного из них кровь 
принадлежит группе О, а у другого — группе АВ. (Расширение ис- 
следований и включение в них третьего студента не изменили бы 
выводов, ибо по условию задачи установить группу крови своего 
третьего товарища студентам не удалось. Следовательно, исходом 
расширенных исследований могли быть только случаи | и 4, He по- 
зволяющие установить группу крови первых двух студентов.) 

Итак, пусть Х = О, Y = АВ. Третий студент не может иметь 
кровь группы О, ибо тогда, исследуя кровь У н Z, студенты при- 
шли бы к выводам, указанным в случаях 2 или 3, и группу крови 2 
можно было бы определить. Кровь третьего студента не может при- 
надлежать и к группе АВ, ибо в противном случае, исследуя кровь Х 
и 2, студенты пришли бы к одному из выводов, перечисленных в 
случаях 2 или 3. 

Предположим, наконец, что кровь третьего студента-медика при- 
надлежит к группе 0, которая есть либо A, либо В. Исследуя ero 
кровь вместе с кровью первых двух студентов, обнаружим, что 
О—2, Z+O. Следовательно, 2 52 О, Z->AB и ΑΒ-» Ζ, откуда 
2 = АВ. Таким образом, либо 2 = А, либо Z == В, причем устано- 
вить, какая из этих двух возможностей соответствует действитель- 
ΗΟΟΤΗ, нельзя никаким способом. 


я 


74. Ответ: сестра не может заменить мать и дать кровь для пе- 
реливания братьям. 
Докажем это утверждение. 
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Ни у одного из братьев не может быть крови ни группы О (иб9 
обладатель крови группы О мог бы дать кровь для переливания 
другому брату), ни группы АВ (ибо обладателю крови группы АВ 
можно было бы без вреда для его здоровья переливать кровь дру- 
гого брата). Следовательно, братья имеют кровь группы А и В. 

Поскольку мать может дать кровь для переливания любому из 
братьев, ее группой крови может быть только О. Кроме того, из 
закона наследственности групп крови следует, что отец должен 
иметь группу крови АВ, поскольку в противном случае у его сыно- 
вей не могло бы быть группы крови А и В. Согласно тому же за- 
кону наследственностн, у сестры, имеющей тех же родителей, что и 
братья, кровь также должна принадлежать группе А или В. Дей- 
ствительно, следуя описанным выше правилам, находим: группа 
крови матери — ОО, группа крови отца — ΑΒ, возможная группа 
крови детей — ОА или ОВ, то есть либо А, либо В. 

Следовательно, сестра, имеющая группу крови А или В, может 
заменить мать и дать свою кровь лля переливания лишь одному из 
братьев. 


75. 1. Удожим 65 квадратных плиток со стороной 10 см так, как 
показано на рнс. 93. Тогда О А? = OA? + AA; = 2250 < 50”, ОВ? = 
= ОВ! + ВВ? = 2250 < 50°, 0С?= οὐ] + CC] =2450 < 50", OD? = 


= OD; + DD; = 2450< 507, Итак, при таком способе укладки плиток 


окружность радиусом 5 см «вмещает» не 64, а даже 65 плиток и, 
следовательно, не является окружностью наименьшего радиуса, со- 
держащей 64 плитки. | 

П. Внутри круга радиусом 50 см можно уложить 67 квадратных 
плиток со стороной 10 см. Как это сделать, показано на рис. 94. 
Действительно, 


OA? = ΟΛ] + АА? = 2425 < 50}, 
ОВ? = OB} + ВВ? = 2500 = 50”, 
OC? = OC} + СС? = 2500 = 50”, 
ορ] = OD; + РБ! = 2425 < 50°. 


76. Внутри круга радиусом 20 см можно разместить 8 квадрат- 
ных плиток со стороной 10 см (рис. 95). 

Точки В и Е лежат на диаметре КЁ, точка А — вершина квад- 
pata II, точки Х и У — концы хорды, перпендикулярной диаметру 
ΚΙ. и проходящей через точку Ε, которая лежит на основании квад- 
pata VII. 

Из треугольника AKL находим ΑΒΞΞΥ BK-BL, или AB= 
== V BK (40 — ВК) = 10, откуда ВК = 10. (2—V3). Следовательно, 
ЕТ. = 10 — ВК = 10 (УЗ —1) и ЕК == 30 -- ВК =50—10V3. Из 
треугольника KLX получаем 


ЕХ=УЕК. ЕЕ = 10. У (6—V3) (V3 —1)=10 V6Y3 —8, 
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Рис. 93. Рис. 94. 





Рис. 95. Рис. 96 


откуда ХУ =20. Убуз - 8 ~ 30,9. Таким образом, основания 
попарно прилегающих квадратов V/, ΤΗ и ИМ! умещаются на 
хорде ХУ. 


77. В плоскости поперечного сечения башни (и забора) введем 
прямоугольную систему координат (рис. 96), начало которой совпа- 
дает с центром окружности (сечения забора). Докажем, что возмож- 
ное горизонтальное сечение башни имеет форму эллипса с полуосями 
a=4mub=3M. 

Напишем уравнение прямой, проходящей через точку P(X, У) 
окружности, касательной к эллипсу х2/а? - 92/5? = 1. Уравнение 
любой прямой, проходящей через точку P(X, Y), имеет вид у— Y = 
== ΠΠ (Χ —X), илн, что то же, 


у == тх + (У — тХ). (1) 
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Как известно из аналитической геометрии, для того чтобы ΠΡΗ: 
мая, заданная уравнением у = mx -- п, была касательной к эллипсу 
х?/а? +- y?/b? = 1, достаточно выполнения условия 


02 -|- a2m? — п? = 0. (2) 

Из (1) и (2) получаем 
2 + a®m? — (у — mX)? =0. (3) 
Уравнение (3) позволяет найти два значения углового коэффициен- 
та т касательной к эллипсу, проходящей через точку P(X, 7). По 
условию задачи требуется, чтобы угол между касательными к сече- 


нию башни был прямым (рис. 96), то есть чтобы тат» = —1, где 
т: и т. — корни уравнения (3). Преобразуем это уравнение к виду 


(a2 — X2) m? + 2ХУт + (6? — У?) =0. 


Πο Teopeme Bueta 
p2 — у? 

ить и а? И X2 , 
Следовательно, для того чтобы угол между жасательными к эл- 
липсу был прямым, необходимо и достаточно выполнение условия 


2 — Υ2 
πες faa 


X2+ Y? -= a? + 02. 
Таким образом, из любой точки окружности радиусом Иа? - 6? 
и с центром в начале координат эллипс х2/а? + у?/6? = | виден под 
прямым углом. 


В нашем случае а = 4, $ = 3. Следовательно, г = а? + 5? =5. 
Условия задачи выполнены полностью. 


— I, 


откуда 


78. Приведем два решения задачи: 

I, Поскольку доска в любой момент времени вращается вокруг 
некоторой точки, лежащей на контуре поперечного сечения бревна, 
линия, которую описывает конец доски, в каждой точке должна об- 
разовывать прямой угол с соответствующим этой точке положением 
доски. Следовательно, если бы конец доски описывал прямую, то 
доска могла бы лишь перемещаться параллельно самой себе и не 
могла бы перекатываться по бревну. 

Поэтому концы доски не могут описывать прямых. 

П. Не ограничивая общности, можно предположить, что попереч- 
ное сечение бревна выпукло (если бы оно не было выпукло, то нам 
пришлось бы рассматривать его выпуклую оболочку). Траекторией 
конца доски служит эволюта поперечного сечения бревна (контур 
поперечного сечения есть геометрическое место центров кривизны 
траекторий, описываемых концами доски, или эвольвентой). Однако 
эволюта кривой не может быть прямой (ибо тогда точки эвольвенты 
были бы бесконечно удаленными). 

Точное доказательство последнего утверждения читатель может 
найти в учебниках дифференциальной геометрни. 


79. Если молчаливо предположить, что плотности бензина и ке- 
росина различны, то из условий задачи будет следовать, что 3,5 л 
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керосина весят 3 кг, а 5 л бензина -- 4 кг, и, таким образом, плот- 
ность керосина составляет 3 : 3,5 = 6:7 кг/л, а плотность бензина — 
4:5 кг/л. Зная плотности обоих видов горючего, нетрудно вычислить, 
что объем взятой взаймы смеси (так же как и возвращенной коллеге 
шофера) составляет 8,5 л, вес —7 кг,-а плотность —7 : 8,5 кг/л. 

Но доктор Шарадек утверждает, что шоферы не умеют отличать 
керосин от бензина. Отсюда следует, что плотности «бензина» и 
«керосина» могли быть одинаковыми. Обозначив неизвестную плот- 
ность через х, мы получим уравнение 


3+ 5-х == 3,5х - 4. 


Следовательно, x = 2/1. Таким образом, недовольный шоферами док- 
тор Шарадек сумел получить из бензина и керосина, обладающих 
одинаковой плотностью, смесь с плотностью всего лишь 0,667 кг/л, 
которая значительно легче обеих предыдущих смесей. 

Ту же задачу можно решать и по-другому. Обозначим через х 
плотность керосина, а через у плотность бензина. Пользуясь усло- 
BHAMH задачи, составим систему уравнений 


3 4 
+ 5 == 3,5 Ἕ у’ 
3 + oy = 3,5х. 


Решая одно из уравнений относительно у и подставляя найден- 
ное выражение в другое уравнение, получаем квадратное уравнение 


для xX: 
21x? — 32x 4+ 120. 


Таким образом, задача имеет два решения: х1 = 8/7, yy = 4/5 и 
X2 == 7/3, yo =?/з Первое решение относится к той смеси, которой 
пользовались шоферы, второе —K той, о которой говорил доктор 
Шарадек. 


Примечание. Один из читателей обратил внимание на то, 
что утверждение доктора Шарадека о том, будто в современ- 
ных автомобильных двигателях не используются столь тяже- 
лые смеси, неверно: для дизельных двигателей применяется 
горючее плотностью от 0,85 до 0,88 кг/л. 


80. Волшебная книга доктора Шарадека основана на следующем 
принципе. 


Рассмотрим 10 000 пар чисел (п, nz — [и12]), гдег =1/(И5 — 1) — 
«золотое число» (связанное с «золотым сечением»), п — последова- 
тельные натуральные числа от | до 10000, а символ [x] означает 
целую часть числа х, то есть наибольшее целое число, не превосхо- 
дящее число x. Пары эти расположим так, чтобы их вторые члены 
nz — [п2] образовали возрастающую последовательность, а затем вы- 
пишем первые члены п каждой пары в том порядке, который опре- 
деляется расположением вторых членов. Получившуюся в результате 
таблицу назовем таблицей железных чисел. 

Построим, например, таблицу железных чисел для п = 10, то 
есть для натуральных чисел от 1 до 10. 


Полагая V5 == 2,936, находим, что г = 12 (V5 — 1) = 0,618. 
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Аля 19 последовательных значении п получаем: 


в nz— [nz] п nz—([nz] 
1 0,618 6 0,708 
2 0,236 7 0,326 
3 0,854 8 0,944 
4 0,472 9 0,562 
5 0,090 10 0,180 


Наименьшее из чисел, стоящих в правом столбце, равно 0,090, 
следовательно, на первом месте в таблице железных чисел, состав- 
ленной для первых десяти натуральных п, должно стоять число 5, 
Затем идут числа 10, 2, 7, 4, 9, 1, 6, 3, 8. 

Таким образом, таблица железных чисел, составленная для от* 
резка ряда натуральных чисел, заключенных в интервале от | до 10, 
имеет вид: 

5, 10, 2, 7, 4, 9, 1, 6, 3, 8. 


Аналогично можно составить таблицу железных чисел для сколь 
угодно длинного отрезка ряда натуральных чисел. 

Всякая таблица железных чисел независимо от того, из каких 
чисел она составлена, обладает следующим свойством: разность ме- 
жду соседними числами может принимать лишь три значения. 

Действительно, выписывая разности между соседними числами 
нашей таблицы, мы получаем 


5, —8, 5, —3, 5, ~8, 5, —3, 5. 


Takum образом, в рассматриваемом нами случае разность между 
соседними числами принимает лишь три значения: 5, —8и — 3. 

Это свойство таблицы железных чисел сохраняется и после вы 
черкивания из нее всех чисел, больших любого заданного наугад 
числа, всех чисел, меньших любого заданного наугад числа, а также 
всех чисел, заключенных в интервале между двумя любыми числами. 
Например, вычеркнув в составленной нами таблице железных чисел 
все числа, которые меньше 3, мы получим «урезанную» таблицу 


5, 10, 7, 4, 9, 6, 3, 8. 

Между любыми входящими в нее соседними числами разность по- 
прежнему будет принимать лишь три значения: 

5, —3, —3, 5, —3, —3, 5. 


Ha этом свойстве таблицы железных чисел и построена любимая 
волшебная книга доктора Шарадека. 


81. Прежде всего заметим, что набор из 4 гирь в 10, 30, 90 и 


270 г позволяет взвесить с точностью до 10 г любой груз от 10 8η 
до 400 г: 


10 == 10, 

20 = 30 — 10, 
30 = 30, 

40 = 10 + 30, 
50 = 90 — 30 — 10, 
60 = 90 — 30, 
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“05-90 10 — 30, 


80 == 90 --- 10, 
90 = 90, 

100 = 90 + 10, 

110 = 90 + 50 — I, 
120 = 90 -{ 30, 


130 = 90 + 30+ 10, 

140 = 270 — 90 — 30 — 10, 
150 = 270 — 90 — 30, 

160 == 270+ 10 — 90 — 30, 
170 == 270 — 90 — 10, 

180 = 270 — 90, 
190 = 270+ 10 — 90, 

200 == 270 -- 30 — 90 — 10, 
210 = 270 + 30 — 90, 

220 = 270 + 30+ 10 — 90, 
230 == 270 — 30 — 10, 


240 = 270 — 30, 

250 = 270 + 10 — 30, 
260 = 270 — 10, 

270 = 270, 

280 == 270 + 10, 

290 = 270 + 30 — 10, 
300 = 270 + 30, 


310 == 270 + 50 + 10, 

320 = 270 + 90 — 30 — 10, 
330 == 270 + 90 — 30, 

340 == 270 + 90 + 10 — 30, 
350 = 270+ 90 — 10, 

360 == 270 + 90, 

370 = 270 + 90+ 10, 

380 == 270 + 90 + 50 — 10, 
390 = 270 + 90 + 30, 

400 == 270 + 90 + 30 - 10. 


о Второй набор из 5 гирь в 10, 20, 40, 80 и 160 г позволяет взве- 
€HTb с точностью до 19 г любой груз от 19 до 319 г: 


10 == 10, 

20 = 20, 

30 = 10 + 20, 
40 = 40, 

50 = 40 + 10, 

60 = 40 + 20 = 80 — 20 = 160 — 80 — 20%), 
70 = 80 — 10, 

80 = 80, 

90 == 80 + 10, 
100 = 80 + 20, 

110 = 80+ 20+ 10, 
120 = 80 - 40, 


130 = 89 + 40 + 10, 





3) Мы не будем в дальнейшем приводить всех вариантов пред- 
Етавления данного веса с помощью гирь. 
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140 = 1600 — 20, 
150 = 160 + 10 — 20 


160 = 160, 
170 = 160 + 10, 
180 == [60 + 20, 


190 = 160 - 20 + 10 
200 == 160 ++ 40, 

210 = 160 + 40 - 10, 
220 = 160 + 40 + 20, 


230 = [60 + 40 + 20+ 10, 

240 = 160 + 80, 

250 = 160 + 80 - 10, 

260 = 160 + 80+ 90, 

270 = 160 + 80 + 20 + 10, 

280 = 160 + 80+ 40, 

290 == 160 + 80 + 40 -|- 10, 

300 == 160 -+ 80 + 40 + 20, 

310 == 160 + 80 + 40 + 20 + 10. 


Владелец бакалейной лавочки кладет на одну чашу весов гири 
такого веса, какой нужен Покупателю, а на другую чашу весов ста- 
вит, например, пакет с сахарным песком, после чего досыпает или 
отсыпает сахар, пока обе чаши не придут в равновесие. Чтобы от- 
мерить нужное количество товара, владелец, лавочки может пользо- 
ваться гирями как первого, так и второго набора, но набор из 4 гирь 
в 10, 30, 90 и 270 г для него более удобен, так как позволяет отме- 
рять любое количество бакалейных товаров от 10 до 400 г. Пользуясь 
вторым набором гирь, он мог бы отвешивать пятью гирями лишь 
количества от 10 до 310 г. В первом же наборе четырех гирь доста- 
точно для того, чтобы отпускать товары, вес которых колеблется в 
более широком днапазоне. 

Для владельца магазина заведомо более удобен набор из 5 гирь 
в 10, 20, 40, 80 и 160 ги вот почему. Владелец магазина кладет на 
одну чашу весов, например, огурец, выбранный покупателем, а на 
другую чашу должен поставить гири, вес которых равен весу огурца. 
Предположим, что огурец весит 100 г. Владелец магазина поступит 
следующим образом. На вторую, пока еще пустую чашу весов он 
поставит самую тяжелую гирю, которая, очевидно, перевесит огурец. 
Затем на ту чашу, на которой лежит огурец, он поставит гирю в 80 г, 
после чего перевешивать будет уже чаша с огурцом. После этого он 
поставит 40 г на противоположную чашу (которая в результате опу- 
стится) и, наконец, гирьку в 20 г—на чашу с огурцом, после чего 
чаши придут в равновесие. Этот метод позволяет ему взвешивать 
с точностью до 10 г любой предмет, вес которого колеблется между 
10 и 310 г. Тот же метод, примененный к набору гирь в 10, 30, 90 и 
270 г, не позволяет взвесить огурец весом 100 г с той же точностью. 
Владелец магазина установил бы лишь, что огурец весит меньше 
140 г. Таким образом, для владельца магазина набор из четырех гирь 
в 10, 30, 90 и 270 г менее удобен, чем набор из пяти гирь в 10, 20, 
40, 80 и 160 г. 


82. Ответы на все вопросы задачи утвердительны. 
Чтобы ответить на первый вопрос, представим себе, что каждому 
из членов компании из |2 человек мы сопоставили одну и только 
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одну вершину икосаэдра. Два че- р 
ловека из этой компании знакомы, 

если соответствующие им вершины 

соединены ребром икосаэдра. Мы 

утверждаем, что все условия за- 

дачи от а) дое) при этом выпол- 

нены. Проверим их по очереди. 


Поскольку из каждой верши- 
ны икосаэдра исходят ребра, со- 
единяющие ее с пятью другими 
вершинами, каждый из присут- 
ствовавших в компании знаком с 5 
и не знаком с 6 остальными лица- 
ΜΗ. Следовательно, условие а} вы- 
полнено. , 74 
R 


Вершины, принадлежащие од- 
ной грани, соответствуют тройке 
людей, знакомых между собой. 

Следовательно, условие 6) также 
выполнено. 

Если среди присутствующих Рис. 97. 
нашлось бы четыре человека, зна- 
комых между собой, то среди вер- 
шин икосаэдра можно было бы указать четыре вершины, попарно 
соединенные ребрами. Ясно, что любые три из четырех знакомых 
между собой людей также знакомы друг с другом и, следовательно, 
соответствующие три вершины принадлежат одной грани икосаэдра. 
Итак, мы должны были бы найти. четвертую вершину, соединенную 
ребром с каждой из трех вершин, принадлежащих одной грани 
икосаэдра. Поскольку такой вершины у икосаэдра нет, то условие в} 
выполнено. 

Займемся теперь поиском трех вершин, соответствующих трем 
не знакомым между собой лицам. Поскольку все вершины икосаэдра 
равноправны, достаточно найти одну такую тройку вершин. Предпо- 
ложим, что икосаэдр расположен в пространстве так, как показано 
на рис. 97. В качестве первой вершины выберем самую верхнюю 
точку икосаэдра. Ни одна из вершин, соединенных с выбранной вер- 
шиной ребрами, не может быть ни второй, ни третьей вершиной 
интересующей нас тройки. Из шести остальных вершин можио без 
Труда выбрать две такие, которые бы не были соединены ребрами 
ни между собой, ни с первой из выбранных вершин. В то же время 
Из тех же самых шести вершин нельзя выбрать три вершины так, 
чтобы они не были соединены ребрами ни между собой, ни с самой 
верхней точкой икосаэдра. Следовательно, среди присутствовавших 
Нельзя найти четырех человек, из которых бы никто никого не 
знал, но всегда можно найти трех не знакомых между собой людей, 
например тех, кто соответствует вершинам Р, ©, К (рис. 97). Таким 
образом, условия г) и д) выполнены. 

Наконец, условие е) выполнено потому, что лица, соответствую- 
Щие противоположным вершинам икосаэдра, не имеют общих знако- 
мых. Итак, рассмотренный нами пример удовлетворяет всем усло- 
ΒΗΠΜ задачи. Таким образом, ответ на первый вопрос получен. 

Тот же пример мы получили бы, если бы сопоставили присут- 
ствовавшим не вершины, а грани икосаэдра. В этом случае двое 


199 








By He ο ο eae See 
2 между собой в TOM и только 
с, κ σον 4 в том случае, если соответ- 
ствующие грани имеют общее 
ребро. Из принципа двойствен- 
ности * следует, что построен- 
ный нами пример был бы то- 

ждествен предыдущему. 
Чрезвычайно легко — по- 
строить теперь пример компа- 
С, нии из, |2 человек, удовлетво- 
Е ряющей условиям, которые пе- 
А, В, речислил доктор Шарадек. Дей- 
Рис 98 ствительно, если в условиях 
σον 6), в), г) и д) мы заменим 
«знакомых» на «незнакомых», 
то снова получим (с точностью до последовательности) те же усло- 
вия 6), в), г) ид). Следовательно, вершины икосаэдра могут слу- 
жить примером и той компании, о которой говорил доктор Шарадек, 
если две вершины, лежащие на концах одного и того же ребра, со- 
поставить не знакомым между собой, а вершины, не лежащие на 
концах одного и того же ребра, — знакомым между собой членам 
компании. Ясно, что при этом каждый из собравшихся в компании 
знаком ровно с 6 другими членами общества. К последнему выводу 
мы придем, заменив в условии а) слова «не знаком» и «знал» сло- 

вами «энаком» и «не знал». 

Пример компании из 10 человек, удовлетворяющей условиям 
6), в), г) ид), в которой каждый знает 5 лиц и имеет знакомого, 
знающего всех остальных, можно построить следующим образом. 
Отбросим в икосаэдре две противоположные вершины вместе с вы- 
ходящими из них ребрами. Условимся, что остальные ребра всегда 
соединяют вершины, соответствующие знакомым между собой чле- 
нам компании. Кроме того, предположим, что противоположным вер- 
шинам Ay и Ας, By u В», ..., Ey и Es (рис. 98) также соответствуют 
знакомые между собой члены компании. Тогда каждый из 10 чело- 
век имеет знакомого, знающего остальных, неизвестных ему членов 
собравшегося общества: этот знакомый соответствует противополож- 
ной вершине, обозначенной той же буквой (хотя и с другим ин- 
дексом), что и «собственная» вершина человека, о котором идет 
речь. ; 
Рассуждения, аналогичные ΤΕΜ, которые были проведены выше, 
показывают, что условия 6), в), г) ид) выполнены. 

Пример компании из 10 человек, удовлетворяющей условиям 
от 6) до е), можно получить из предыдущего примера так же, как 
мы получили пример компании, удовлетворяющей условиям доктора 
Шарадека, из первого примера. Другим примером может служить 
рис. 98, если считать знакомыми лишь тех лиц, которым соответствуют 
вершины, служащие концами одного и того же ребра, или, иначе, 
если считать, что люди, соответствующие вершинам А; и Ao, By и 





* См., например, книгу: Д. Гильберт и С. Кон-Фоссен, Ha- 
глядная геометрия, изд. 2-е, Гостехиздат, М—Л, 1951, стр. 100— 
101 — Прим перев. 
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В.,.... Са И £2, Не знают друг друга. Доказательство этого утвер- 
ждения мы предоставляем читателю. 


83. Приведем два ‘решения задачи: первое — «теоретическое» 
второе a «практическое». 

1. В двоичной системе счисления любое целое положительное 
число N можно представить в виде 


’ 


N= αρ (i=1, 2,..., η), 


+ 


где ‚все коэффициенты αἱ равны либо нулю, либо единице. Отсюда 
видно, что, задавая Π коэффициентов αι, мы можем получать 2” 
последовательных натуральных чисел. Положим n = 20. Тогда 
920 = 1048576. Поскольку число слов, разъясняемых в «Толковом 
словаре русского языка», меньше | 048 576, их можно перенумеровать 
чнслами, которые при записи в ABOHYHOH системе имеют не более 
90 знаков. Свои вопросы доктор Шарадек мог бы задавать, напрн- 
мер, так: 

— Равна ли единице тя (i = 1, 2,..., 20) цифра в двоичной 
записи номера задуманного Вами слова в «Толковом словаре рус- 
ского языка»? 

Получая в ответ либо «да», либо «нет», доктор Шарадек не 
более чем за 20 шагов установил бы номер и, следовательно, отга- 
дал бы задуманное слово. 

2. «Толковый словарь русского языка» состоит из 4 томов. С πο- 
мощью двух вопросов устанавливаем, в котором томе находится 
задуманное слово. Предположим, что оно находится в самом обшир- 
ном первом томе, содержащем 1568 страниц (А — Кюрины). По- 
скольку 2 < 1568 < 211, то с помощью следующих одиннадцати 
вопросов мы установим страницу, на которой находится задуманное 
слово. Один вопрос нам понадобится, чтобы узнать, в каком столб- 
це — правом нли левом — значится задуманное слово. У нас остает- 
ся еще 6 вопросов, чтобы отыскать задуманное слово в столбце. 
Этого более чем достаточно, поскольку ни в одном из столбцов не 
разъясняется значение более 28 = 64 слов. 


84. Пусть $ — число учеников, увлекающихся хотя бы чем-то 
одним (музыкой, шахматами или велосипедным спортом), х — число 
учеников, которые любят только ходить на концерты, у — число уче- 
ников, увлекающихся исключительно шахматами и, наконец, 2 — 
число учеников, которые любят лишь велосипедный спорт. 

В первый раз встали те, кто любит ходить на концерты, и те, 
кто любит играть в шахматы. Следовательно, всего встало $ —2 
Учеников, поскольку не встали лишь те, кто увлекается только вело- 
сипедным спортом. Среди вставших ценителей музыки, любящих 
играть в шахматы, было 39/199 (5 — 2). 

Проводя аналогичные рассуждения, получим, что во второй раз 
встали $ —х учеников, из них обе руки подняли 35/499 ($ —х) уче- 
НИКОВ, а в третий раз — (5 — и) учеников, из них обе руки поднялн 

[105 ($ — и) учеников. 
редположим теперь, что среди учеников, увлекающихся чем-то 
одним — шахматами, ` музыкой или велосипедным спортом, — нет ни 
Одного, разделяющего все три увлечения. Тогда, суммируя число 
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учеников, имеющих по одному И по два увлечения, мы должны το. 
лучить 5. Нетрудно видеть, однако, что 


30 35 40 
joo — 2) +499 9706 -- 


Хх у- г = 0,65х + 0,6y + 0,72 + 1,055 > $. 


Отсюда следует, что сделанное нами предположение ложно. 

Таким образом, доктор Шарадек имел полное основание утвер- 
ждать, что среди учеников нашего рассеянного психолога заведомо 
имеются разносторонние личности, увлекающиеся одновременно и 
шахматамн, и музыкой, и велосипедным спортом. 


85. Так же как и в задаче 93 о трех бегунах, ситуация на пер- 
вый взгляд может показаться парадоксальной: шахматист О в 64% 
разыгранных партий одерживает победу над шахматистом Ε, в свою 
очередь Е выигрывает в 60% партий, проведенных с F, а F B 60% 
партий одерживает победу над D, причем средняя сила всех трех 
игроков одинакова! 

Чтобы найти среднее число побед D над Е, найдем прежде всего 
среднее число побед, одержанных E над В. Для этого достаточно 
знать вероятность разыгрывания партии, в которой Е, играющий на 
16 баллов, встречается с О), играющим на 12 баллов. 

Поскольку шахматист E в трех случаях из пяти находится в 
спортивной форме, оцениваемой 16 баллами, а D в трех случаях из 
пяти играет в силу 12 баллов, то искомая вероятность равна 
3/5-3/5 = 3/5. Следовательно, Д одерживает победу над E в 
(1 — °/›ь) -100 = 64% сыгранных партий. 

Вероятность розыгрыша партии между Ε, играющим на 16 бал- 
лов, и F равна 3/5. Следовательно, среднее число побед, одерживае- 
мых ЕЁ над F составляет 3/5-100 = 60%. 
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Наконец, поскольку вероятность розыгрыша партии между Ги 
Е, нграющим на 12 баллов, также составляет 3/5, то шахматист Р 
одерживает победу над О в 60% разыгранных партий. 

Вычислить среднюю силу каждого из завсегдатаев шахматного 
клуба совсем не трудно. | 

Средняя сила шахматиста D равна (2.17 {+ 3.12) : 5 = 14 6aa- 
лам, шахматиста ЕЁ — (3.6 + 2.11) :5 = 14 баллам и шахматиста F 
также 14 баллам. 

Среднее число побед, одерживаемых D над Е, Е над Е и F над 
р, нетрудно оценить по рис. 99. 


86. Общий ход решения ясен из примечания и решения задачи 94 
из книги «Сто задач», поэтому мы не будем приводить его. Заметим 
лишь, что обычным метром удобнее пользоваться в тех случаях, ко- 
гда покупатель заранее указывает, сколько материала ему требуется, 
a метром доктора Шарадека в тех случаях, когда покупать прихо- 
дится остатки. 

87. Доктор Шарадек узнает температуру по шкале Фаренгейта, 
складывая показания своего термометра по шкалам Цельсия и Рео- 
мюра и прибавляя к полученной сумме число 32. Действительно, 
пусть К, Си Е— число градусов по шкалам Реомюра, Цельсия и 
Фаренгейта, соответствующих данной температуре {. Из устройства 
шкал следует, что между показаниями чисел градусов В, Си Е 
должны выполняться соотношения 


В = 0,8С, Е=1,8С + 32, 
откуда 
Е = 1,8С - 32 = С -{ 0,8С + 32 =С-- R - 39. 


88. Предположим, что Земля имеет форму шара, длина боль- 
шого ‘круга которого составляет 40 000 км (этим приближением. Ha 
практике обычно пользуются в тех случаях, когда особой точности 
не требуется). Докажем, что при этом предположении план, о ко- 
тором говорится в условни задачи, невыполним. 

Доказательство будем проводить от противного. Предположим, 
что план выполним и что нам удалось разместить на поверхности 
Земли 5 станций международного контроля так, чтобы расстояние 
между любыми двумя станциями было меньше 10 000 км. Обозначим 
станции Αι, Ao, ..., As. Рассмотрим полушарие, полюс которого 
находится в точке Αι. (Это отнюдь не означает, что станция Ая 
должна располагаться на северном или южном географическом по- 
люсе Земли: просто Αι есть точка, наиболее удаленная от основания 
рассматриваемого полушария.) Каждая точка полушария удалена 
OT Αι не более чем на 10000 км. Отсюда следует, что станции Α., 
Аз, Ари As расположены в другом полушарии, а именно: в полуша- 
рии с полюсом в точке В (рис. 100}. Через ось А.В и каждую из 
точек До, Az, Αι, As проведем полуплоскость. Все проведенные полу- 
плоскости однозначно определены, поскольку ни одна из точек А», 

3, Ai, As не может совпадать с полюсом В (если бы хоть одна из 
точек 4.,..., As совпадала с В, то остальные вообще не могли бы 
Находиться в полушарии с полюсом В, не нарушая условий задачи). 

ϐ уменьшая общности, можно считать, что точки А» и Аз принад- 
Лежат двум «соседним» плоскостям, проведенным через ось АВ 
(В противном случае нам пришлось бы лишь соответствующим об- 
Разом изменить нумерацию станций; лежать на одной и той же 


903 





Рис. 100. Рис. 101. 


четверти большого круга, то есть определять одну и ту же плоскость, 
ннкакие из четырех точек Ao, .. , As не могут) По крайней мере 


/ / / / 
один из углов A;OA,, где A,, А, — соседние точки «экватора», дол- 


жен быть не больше л/2. И снова, не уменьшая общности, можно 
предположить, что таким углом является А2ОЛ.:. 

Рассмотрим теперь полушарие с полюсом в точке А. (рис. 101). 
Точка В лежит в том же полушарин, поскольку « А.О0ОВ<л/2. 


Точка Aj) также припадлежит рассматриваемому полушарию, 
поскольку 4 AOA, < л/2. Кроме того, Z АХОС==п/2. Следовательно, 
точка Аз лежит на дуге большого круга А.С, поскольку 
д A,OA,<n/2= Z ASOC. Отсюда следует, что точка А; лежит 


/ 
на дуге BA;, то есть в том же полушарии. Таким образом, рас- 


стояние от A, до А, не превышает 10000 км, что противоречит 
условию задачи, 

Размещение станции, о котором говорилось в документе, невоз- 
можно, это и вызвало гнев нашего прославленного дипломата. 


89. Если бы каждая чаша, покрывающая '5 поверхности Земли, 
охватывала не более 19 столиц государств — членов ООН, то на 
всей Земле было бы не более 95 государств — членов ООН. Это 
противоречит той части условия задачи, в которой говорится, что 
в ООН входит 10| государство. Следовательно, должна существо- 
вать чаша, которая покрывает !/5 поверхности Земли и охватывает 
по крайней мере 20 столиц государств — членов ООН. Если бы она 
охватывала ровно 20 столиц, то задача доктора Шарадека была бы 
решена. | 

Предположим теперь, что каждая чаша, покрывающая ‘/5 по- 
верхности Земли, охватывает не менее 20 столиц государств — чле- 
нов ООН. Рассуждая так же, как и в предыдущем случае, мы прн- 
ходим к выводу, что не каждая такая чаша может охватывать более 
20 столиц. Если бы какая-то чаша охватывала ровно 20 столиц госу- 
дарств — членов ООН, то мы снова получили бы решение задачи: 

Итак, предположим, что существует чаша,- покрывающая 1/5 по- 
верхности Земли и охватывающая менее 20 столиц государств — 
членов ООН. Передвигая эту чашу по поверхностн Земли из поло- 
жения, в котором она охватывает более 20 столиц; в положение, 
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Рис. 102. Рис. 103. 


в котором она охватывает менее 20 столиц, мы «по дороге» непре- 
менно приведем ее в положение, в котором она будет охватывать 
ровно 20 столиц. 


90. В шахматной лартии объявление шаха, например, черными 
означает, что при очередном ходе черных король белых будет взят. 
В позиции, с которой встретился доктор Шарадек (рис. 102) после 
того, как Кедараш ходом Кр5 — {7 объявил ему шах, белые не мо- 
гут пойти ни одной фигурой, и для того, чтобы поставить мат, чер- 
ным пришлось бы сделать подряд два хода, а это запрещается пра- 
вилами игры. В то же время указанную позицию нельзя считать 
патом, поскольку она возникла после шаха. 
Интересно, что в действительности говорит по поводу такой си- 
туацин шахматный кодекс? 


91. Для того чтобы все три возможные траектории имели одина- 
ковую длину, должно выполняться равенство x -+y = 3—.a, где x 
означает расстояние от начального положения А бильярдного шара 
до точки, в которой он ударяется о борт, у — расстояние от точки В 
до отверстия С, а а — расстояние от А до центра бильярдного стола 
(рис. 103). 

Поскольку BS — биссектриса угла В в треугольнике АВС, то 
х[а == иу/1, или x/a = у. Из подобия треугольников SAB и ВАС 
следует, что 

αμα. 
Xx 1 а‘ 


Подставляя а = х/у в первое и последнее уравнения, получаем си- 


Стему уравнений , 
| y (x + y) 5-50 — x, 
xty = xy’. 
Разрешим второе уравнение относительно x, 
у 
ye? 
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и подставим полученное выражение в первое уравнение. 


=. ee ae 
uae ὃν 3y2 1 40 
у у , 
и, Наконец, 


(у— 2)? (y +1) =0. 


Поскольку у > 0, последнее уравнение имеет единственный 
(кратный) корень у = 2. Отсюда следует, что хорда ВС совпадает 
с диаметром круга. Таким образом, не существует такого начального 
положения бильярдного шара, при котором все три траектории — 
прямолинейная и две ломаных — имели бы одинаковую длину. 


92. Пусть радиус острова равен 1. Отобразим круг на описанный 
вокруг него квадрат (рис. 104). Достаточно рассмотреть 1/1, круга 
Итак, отобразим сектор круга ОАВ на треугольник OAC следующим 
образом. 

Точке Р сектора круга с координатами (Φ, /) сопоставим точку 
P’ треугольника с координатами (x,y) так, чтобы 


где 
0Κ«φςᾷ, 0<r<l. 


Все точки дуги АВ (рис. 105) сектора с полярными координа- 
тами (1, φ) перейдут в точки с прямоугольными координатами х==1, 
у = (4/л)ф, причем при ф =O мы получим х=1, у=0, а при 
ф = 71/4 получим x = 1, у = |. Следовательно, дуга АВ переходит в 
отрезок АС. Таким образом, береговая линия острова при указаниом 
отображении переходит в контур квадрата. Кроме того, при фиксиро- 
ванном фо все точки радиуса с полярными координатами (Ффо,г) при 
0 = г = 1! переходят в точки с прямоугольными координатами х==г, 
у = (4/п) фог, то есть лежат на прямой у = (4/л) фох при 0х1. 
Элемент Sy сектора gi = ф = фо, г! < г = го отображается в тра- 
пецию- So: (4/л)фих < у= (4/π)φεκ (рис. 106). 





Рис. 104. Рис. 105. 








9 ΟΟΞΗΒΠΗΒ площади элемента сектора и трапеции так же, как 
и сами фигуры, найдем 


$1 == 12 (Po — Φι) ("2 — п), 


Sy a= НИ Gore — (Hr) red ПД феи, 


Выражение для S2 после несложных преобразований можно при- 
вести к виду 


Я 
S2= = (θε — 91) (κ — п). 
Следовательно, 


Таким образом, указанное отображение сохраняет масштабы. 


93. Рассмотрим три забега, в которых бегуны А, В и С пересек- 
ли линию финиша в следующей последовательности: ABC, BCA, САВ. 
В двух забегах (первом и третьем) A опередил В, в двух забе- 
гах (первом и втором) В опередил С и в двух забегах (втором и 
третьем) С опередил А. Таким образом, достаточно, чтобы на про- 
тяжении всего спортивного сезона результаты соревнований оказы- 
вались такими же, как в трех рассмотреных нами забегах, и условия 
задачи будут выполнены. 


94. На практике жеребьевку для 8 участников соревнований 
можно практически проводить следующим образом. Перенумеруем 
участников и расположим их 
Β той же последовательности, в В 
которой окажутся вытащенные 
наудачу их номера. В первом 
круге первый участник встре- 
тится со вторым, третий — с 
четвертым, пятый — с шестым 
и седьмой —c восьмым. Побе- 
дители первых двух встреч об- 
разуют первую, а победители 
двух остальных — вторую пару 
второго круга. Наконец, в 
третьем круге встретятся побе- 
дители второго круга. По усло- 
ΒΗΙΟ задачи, каждый спортсмен 
Обладает вполне определенной 
силой, поэтому исход любой 
Встречи можно предсказать за- 
ранее. Второй по силе участ- 
ник соревнований В может про- 
ae лишь при встрече с силь- 
ο ώς, участником А. Следо- 
BTO льно, участник получает 
рой приз лишь в том случае, 











если он встречается с сильненшим спортсменом А в третьем круге. 
Это возможно, если при жеребьевке А вытянет номер, который 
не больше 4, а В — номер, который не меныше 5 (или на 
оборот). 

Пронзводя Жеребьевку для двух сильнейших из 8 участников 
соревнований, мы получаем 7.8 различных исходов. Участнику, тяну- 
щему жребий первым, может достаться любой из 8 номеров. Вытя- 
нуть же второй номер так, чтобы участники соревнований А и 41 
встретились лишь в финале, возможно лишь в 4 случаях. Следова- 
тельно, среди 7.8 = 56 возможных исходов жеребьевки двух силь- 
нейших участников лишь в 8-4 = 32 случаях второй приз по праву 
получает второй по силе спортсмен В, поэтому искомая вероятность 
равна 32/56 = 4/1. - 

Задача без труда обобщается на случай 2” участников соревно- 
ваний. 


95. 1. Если при жеребьевке используегся система, описанная з 
решении предыдущей задачи, то для того, чтобы второе место по 
праву досталось второму по силе спортсмену среди участников со- 
ревнований, один из двух сильнейших спортсменов должен вытянуть 
номер 5. Вероятность этого события равна сумме вероятностей того, 
что: 

а) первый из двух сильнейших спортсменов при жеребьевке вы- 
тянул номер 5; 

6) первый из двух сильнейших спортсменов вытянул один из 
номеров 1, 2, 3, 4, а второй вытянул номер 5.., 

Вероятность первого события равна 3/5, вероятность второго — 
“/5-4/, == 1/5. Следовательно, искомая вероятность равна 2/5. 

2. Однако наиболее справедливым способом размещения «мерт- 
вых душ» следует считать иной, например, такой, при котором они 
окажутся после жеребьевки на четвертом, шестом и восьмом местах. 
Встречи первого круга в этом случае сводятся лишь к одной встрече 
двух «реальных» участников (первого и второго}, во втором круге 
происходят две встречи и в третьем — одна. При этом каждый из 
финалистов до завершающей встречн успевает померяться силами по 
крайней мере с одним реальным участником. Если бы все «мертвые 
души» (как это было в п. 1) после жеребьевки оказались в конце 
списка, то мог бы представиться такой случай, когда слабейший из 
участников встречался с реальным противником лишь один раз, 
причем сразу в финале. Нетрудно вычислить, что для случая, когда 
«мертвые души» после жеребьевки оказываются на четвертом, ше- 
стом и восьмом местах, вероятность, с которой второе место по 
праву занято вторым по силе спортсменом среди участников сорев- 
нования, равна 3/5. Пять «живых» («реальных») участников распре- 
деляются среди пяти мест (с номерами 1, 2,3, 5 H 7) 5! различными 
способами. Благоприятными исходы жеребьевки можно считать В 
следующих случаях: а) сильнейший из участников вытягивает номер 
1}, 2 или 3, а второй по силе участник — номер 5 или 7; 6) сильней“ 
ший участник вытягивает номер 5 или 7, а второй по силе участ: 
ник — номер |, 2 или 3. В том и в другом случае остальные участ“ 
никн при жеребьевке могут вытягивать любые из номеров, остав” 
шихся после жеребьевки сильнейших Следовательно, общее число 
благоприятных исходов жеребьевки равно 3 2 3! -- 2.3 3!, а искомая 
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вероятность COCTaABAXHCT 
2-3-314+2-3-3! _3 
5! So 


3. Если бы «мертвые души» принимали участие в жеребьевке 
наравне с реальными участниками соревнований, то искомая вероят- 
ность была бы такой же, как в предыдущей задаче, то есть 4/7. 

4. Рассмотрим еще один способ жеребьевки. Предположим, что 
сначала по жребию мы определяем пары, которые встречаются в 
первом круге (вытягивая жребий, устанавливаем очередность пяти 
участников соревнований и дописываем три «мертвые души»; в пер- 
вом круге | встречается с 2, ὃ с 4, 5 с «мертвой душой»), затем 
также по жребию определяем пары среди победителей первого круга. 
Вероятность того, что второй по силе спортсмен В перейдет во вто- 
рой круг, такая же, как вероятность того, что в первом круге ему 
не выпало встречаться с спльнейшим спортсменом А. Так произойдет 
в следующих случаях: 


а) А вытягивает номер | или 2, а В — номер 3, 4 или 5; 
6} А вытягивает номер 3 или 4, а В — номер 1, 2 или 5; 
в) A вытягивает номер 5, а В — один из номеров от 1 до 4. 


Полное число возможных размещений участников по номерам 
I, 2,..., 5 равно 5!, а число благоприятных исходов жеребьевки, 
соответствующих случаям а), 6) ив), — 2.3.31, 2.3.31 и 1-4-3! (Bo 
всех трех случаях номера, не занятые двумя сильнейшими спорт- 
сменами, распределяются среди остальных участников соревнований 
совершенно произвольно). Следовательно, вероятность того, что 
спортсмен В окажется среди победителей встреч первого круга, 
равна 
2.3.31 2.3.31 1.4.3! _ 4 
5! ως, 


Если спортсмен В в первом круге одерживает победу, то во вто- 
ром круге будут участвовать оба сильнейших спортсмена А и В, 
один из более слабых участников и одна «мертвая душа». В зависи- 
мости от исхода жеребьевки В встретится либо с более слабым 
участником, либо с «мертвой душой», либо со спортсменом А. В двух 
случаях из трех В выйдет в финал и получит второй приз. Следова- 
тельно, вероятность того, что В выйдет победителем из встреч вто- 
рого круга, если известно, что он вышел победителем из встреч пер- 
вого круга, равна 2/3. Но тогда вероятность того, что В займет вто- 
Poe место, равна “/5-2/з = 8/45. Итак, получен еще один ответ на 
вопрос задачи. | 


96. Первое решение. Пусть я — число гонщиков. Из усло- 
BHM задачи известно, что заездов было также ἤ и в каждом из них 
приняли участие четыре гонщика. Отсюда следует, что полное число 
«гонщико-заездов» равно 4п. Поскольку гонщиков было п и каждый 
Из них стартовал в стольких же заездах, как и остальные, то число 
заездов, в которых участвовал каждый гонщик, равно 4n/n = 4. 
любом из этих четырех заездов гонщик мерялся силами с тремя 
соперниками (каждый раз с другими). Следовательно, всего гонщи- 
ΚΟΒ было 13 и заездов также 13. 


8 Зак. 293 909 


Итак, информация, полученная любителем гонок по гаревой πο; 
рожке от знакомых, полна, ибо позволяет установить, что участни- 
ков гонок и заездов было 13. Однако полученных сведений недо- 
статочно, чтобы определить состав отдельных заездов. 
Действительно, перенумеруем гонщиков последовательными 4HC- 
лами от | до 13. Тогда примером двух различных вариантов заездов, 
в которых принимает участне по 13 гонщиков, могут служить сле- 
дующие (полное число возможных вариантов гораздо больше): 


Заезд Участники Участники 





I 1, 2, 3, 4 I, 2, 5, 8 
II [, 5, 6, 7 1, 3, 6, 9 
Ш 1, 8, 9, 10 I, 4, 7, 10 
IV 1, 11, 12, 13 ВЕЛ 
У 2, 5, 19, 12 2, 3, 10, 12 
VI 2, 6, 8, 13 2, 6, 4, 13 
УП ο ο | oO. ty a 
УШ 3, 5, 9, 13 5, 3, 7, 13 
IX 3, 4, 10, 11 5, 6, 10, 11 
X 3, 7, 8, 12 5, 9, 4, 12 
ΧΙ 4, 5, 8, 11 8, 3, 4, 11 
ХИ 4, 6, 9, 12 8, 6, 7, 12 
XIII 4, 7, 10, 13 8, 9, 10, 13 


Второе решение. Пусть п — число гонщиков, принимающих 
участие в заездах. Если бы каждый гонщик встречался с каждым 
соперником лишь в одном заезде и если бы в каждом заезде стар- 
товало лишь два участника гонок, то число заездов было бы равно 


п (п— 1) 
9 e 
Однако в каждом заезде стартовали 4 участника, то есть 6 раз- 
личных пар, ибо 


4.3 
=o 


Следовательно, заездов было в 6 раз меньше, чем в том случае, 
если бы участники гонок стартовали парами, то есть 


6. 





n(n — 1) 
12 ' 
Из условий задачи следует, что заездов было п, поэтому 
п(п—1 
n(n—l) =. 
12 


Решая последнее уравнение, находим ny == 0, πο == 13. Отбрасы 
вая тривиальный случай л = 0, получаем, что д = 13 — единственно 
решение, удовлетворяющее условиям задачи. 
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Задача допускает простое обобщение на случай, когда в каждом 
заезде стартуют А гонщиков. Рассуждения проводятся так же, как 
в приведенном выше решении. Если бы в каждом заезде стартовали 
лишь два гонщика и каждый гонщик встречался с любым из своих 
соперников Лишь в одном заезде, то число заездов было бы равно 


п (η — 1) 
са, 
Однако в каждом заезде стартуют А гонщиков, или 
ο. k(k— 1) 
σος 
различных пар гонщиков, поэтому `общее число заездов умень- 
шается в 
(Е — 1) 
1.2 
раз и становится равным 
n(n— 1) 
kR(k—1)° 
Из уравнения 
п(п— 1) _ . 
(ο --1) — 


следует, что п равно либо 0, либо (Е — 1) -{ 1. 

Сведений о том, что гонщиков было столько же, сколько заездов, 
и что в каждом заезде стартовало & участников гонки, достаточно, 
чтобы установить, сколько гонщиков участвовало в заездах и сколь- 
ким заездам был дан старт за время гонок. 

97. Задача не столь тривиальна, как может показаться. В жур- 
нале «Математика» было опубликовано следующее решение: 

«Если король при любом выборе начальной позиции не может 
пройти от Левого края шахматной доски к правому, то каждое за- 


минированное поле i-A горизон- 
Тали, He прилегающее к другому 
заминпированному полю той же го- 8 Rae ο ο. 
ризонтали, должно иметь общие в ανα 
стороны с заминированными поля- 
ми ((—1)-йи (1- |)-й горизонта- хх Г 
лей. Следовательно, мы всегда мо- 6 
жем указать последовательность мии ο 
заминированных полей, располо- 5 τν 
женных так же, как кости домино, ματς μαι η 
ptt | ρα ον 
ΧΧΧ 
В 
ans 
из заминированных полей; кроме Pe ak Е - 
НИХ, на шахматной доске могут { 
быть и другие заминированные ар ο ае { 9 h 
поля). Поскольку такое располо- 


и образующих «мост» между верх- 4 
ней и нижней горизонталью шах- 3 

жение  заминированных полей Рис 107. 
a 
8 911 














матной доски (см. рис. 107, Ha ко- 
тором показаны лишь некоторые 2 









необходимо и достаточно для того, чтобы по заминированным полям 
можно было пройти ходом ладьи от верхнего края доски до нижнего, 
то оба утверждения задачи — и прямое, и обратное — доказаны». 

Автор задачи проф. Г. Штейчгауз отверг решение как ошибоч- 
ное. 

«Предложенное решение, — говорилось в письме Г. Штейнгауза 
в редакцию журнала «Математика», — представляет по существу не 
что иное, как тавтологию — повторение условия задачи и формулн- 
ровку интуитивно ясных положений. Приведенного рассуждения до- 
статочно, чтобы убедить нас в правильности утверждения задачи, но 
оно весьма далеко от строгого доказательства. В опубликованном 
решении, в частности, приводится следующая «лемма»: «Если король 
при любом выборе начальной позиции не может пройти от левого 
края доски к правому, то каждое заминированное поле 1-H горизон- 
тали, не прилегающее к другому заминированному полю той же 
горизонтали, должно иметь общие стороны с заминированными по- 
лями (i —1)-A ин (ἱ -- И) -й горизонталей». Однако если на рис. 107 
мы заминируем еще поле bd, то «лёмма» окажется ошибочной. В дей- 
ствительности же речь идет о следующем. Можно доказать, что 
король не сможет пройти- от левого края шахматной доски к ee 
правому краю, даже если мы разминируем изолированные поля. 
После того как это утверждение будет доказано, нам останется до- 
казать, что группы полей, мешающих королю, образуют «мост» ме- 
жду верхним и нижним краями доски. 

Опубликованное решение редакция оценила в 3 очка. Мне пред- 
ставляется, что эта оценка явно завышена, зато за полное решение 
задачи вполне можно назначить 20 очков». 

Полностью признав правоту автора задачи, редакция журнала 
«Математика» назначила за полное решение задачи 20 очков, HO... 
решения так и не последовало. Может быть, читатель этой книги 
предложит решение, достойное 20 очков? 


98. Опишем метод, позволяющий расставить на шахматной доске 
ладьи в соответствии с правилами 1—4. 

Введем для краткости следующую терминологию. Условимся 
называть вертикаль свободной, если на ней не стоит ни одна ладья 
и имеется по крайней мере одно белое поле, не атакуемое ни одной 
из расставленных на доске ладей. Назовем вертикаль занятой, если 
на ней находится ладья, стоящая на поле, которое не атакует по 
горизонтали ни одна из ладей, расставленных на шахматной 
доске. Назовем горизонталь свободной, если на ней нет ни одной 
ладьи. 

На пустой шахматной доске число свободных вертикалей равно 
числу свободных горизонталей. Напишем над. каждой вертикалью 
число находящихся в ней белых полей и приступим к расстановке 
ладей. Очередную ладью будем ставить всегда на свободную гори- 
зонталь и свободную вертикаль, над которой стоит число, меньшее 
или равное числу, стоявшему над каждой из остальных свободных 
вертикалей. Если бы, действуя так, мы сумели расставить ладьи на 
всех вертикалях, то условия 1—4 оказались бы выполнены. Пример 
такой расстановки ладей показан на рис. 108. Кружок на белом поле 
означает ладью, числа внутри кружков указывают последователь- 
ность расстановки ладей. Ясно, что для доски, изображенной на 
рис. 108, приведенное решение не единственно. 
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При описанном только что способе ο ορ ο τα 
расстановки ладей на шахматной доске BGG 
могут возникнуть некоторые трудности. 
а) Поставив одну или несколько ла- 
дей, мы можем обнаружить, что все бе- 
лые поля некоторой вертикали (или сра- 
зу нескольких вертикалей), на которой 
еще пе стоит ни однё ладья, атакуются 
по горизонтали ранее расставленными 
ладьями. На какое бы белое поле такой 
вертикали мы ни поставили новую 
ладью, правило 3 булет нарушено. 
Чтобы избежать нарушения, попы- yy 

таемся передвинуть одну из уже расстав- 

ленных ладей на другое белое поле, стоя- р 108 
щее в той же вертикали, что и исходное. И | 
Если этот маневр нам удастся, мы смо- 

жем беспрепятственно выставить на доску еще одну ладью. Приме- 
ром позиции, в которой возникает описанная только что трудность, 
может служить позиция, изображенная на рис. 109. На левой доске 
после расстановки четырех ладей все белые поля, стоящие на вер- 
тикалях d ие, оказываются под ударом по горизонтали. Поэтому мы 
ищем вертикаль, на которой уже стоит ладья, но еще имеются белые 
поля, не атакуемые по горизонтали ни одной из ладей, расставлен- 
ных на других вертикалях. Такова, например, вертикаль ©. Передви- 
нем ладью 2 на поле #5 (позиция изображена на рис. 109 в центре). 
После этого мы сможем поставить на вертикаль 4 пятую ладью, 
заняв ею поле 494. Затем нам придется передвинуть ладью 3 на 
поле b8, после чего мы сможем поставить шестую ладью на верти- 
каль е. Расстановка двух последних ладей не вызывает трудностей. 
Окончательная позиция показана на рис. 109 справа. 
Итак, если нам встретятся трудности, устранимые одними 
лишь передвижениями ранее расставленных ладей по вертикали, то 
ладьи всегда можно расставить, не нарушив правила 1—4. 
6) Однако может возникнуть трудность иного рода: на одной 
(или на нескольких) вертикали может не оказаться белых полей, не 
атакуемых по горизонтали, а на уже занятых вертикалях — свобод- 
ных белых полей. Вертикали, все белые клетки которых по горизон- 
тали находятся под ударом ладей, стоящих на других вертикалях, 
назовем запертыми, а соответствующую ситуацию — первичной 
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блокадой. Ha запертую вертикаль мы не можем выставить ладью, 
не нарушив при этом правило 3. Точно так же мы не можем передви- 
нуть уже стоящие на доске ладьи по вертнкали, ибо в соответствую- 
щих вертикалях нет свободных белых полей. 

В этом случае возникшую трудность можно ликвидировать, если 
воспользоваться одним приемом, который мы поясним на примере. 
Слева на рис. 110 изображена позиция, в которой вертикаль е за- 
перта: все белые поля, стоящие на этой вертикали, находятся под 
ударами по горизонтали ‘ладей 2, 4 и 5. В то же время на вертика- 
лях, занятых ладьями 2, 4 и 5, нет ни одной свободной белой клет- 
ки. Снимем с шахматной доски ладьи, запнрающие поля вертикали е, 
и в дальнейшем не будем вообще ставить ладьи на вертикали, ко- 
торые были заперты, а также на вертикали и горизонтали, с которых 
ладьи были сняты (в рассматриваемом нами примере речь идет о 
вертикалях b, с, 4, е и горизонталях 2, 3, 4; на рис. 110 в центре 
запрещенные вертикали и горизонтали вычеркнуты). Заметим, что 
число зачеркнутых горизонталей всегда меньше числа зачеркнутых 
вертикалей и что поля, стоящие на пересечении зачеркнутых верти- 
калей и свободных горизонталей, черные. В силу этого можно не 
опасаться, что при дальнейшей расстановке ладей появятся белые 
поля, находящиеся в зачеркнутых вертикалях и атакуемые πο гори- 
зонтали новыми ладьями. 

Может представиться и такой случай, когда на зачеркнутых 
вертикалях имеются белые поля, атакуемые по горизонтали не теми 
ладьями, которые мы сняли, освобождая запертые вертикали, а дру- 
гими ранее стоявшими на доске ладьями. В соответствии с прави- 
лом 4 этим полям должна угрожать по вертикали какая-то ладья, 
однако на зачеркнутые вертикали мы не ставим новых ладей. Такая 
ситуация называется вторичной блокадой. В рассматриваемом нами 
примере (рис. 110) ладья 3 атакует по горизонтали поле bi. Суще- 
ствует два способа ликвидации вторичной блокады. Прежде всего 
необходимо выяснить, имеются ли белые поля, стоящие на пересе- 
чении вертикали, на которой стоит блокирующая ладья, и незачерк- 
нутых, но свободных горизонталей. Если такие поля существуют, TO 
следует попытаться переставить блокирующую ладью на одно из 
них, а затем уже продолжить расстановку ладей на доске. Если же 
свободных белых полей нет, то следует дополнительно к уже вы- 
черкнутым горизонталям и вертикалям вычеркнуть горизонталь И 
вертикаль, на пересечении которых стоит блокирующая ладья. Иначе 
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говоря, мы снимаем с доски не только запирающие, но и (вторично) 
блокирующие ладьи. В рассматриваемом примере (рис. 110) вторич- 
ную блокаду можно ликвидировать, передвинув ладью J на поле а8. 
Если бы поле а8 было черным, то нам пришлось бы вычеркнуть 
вертикаль а и горизонталь |. И в том; и в другом случае при рас- 
становке остальных ладей никаких трудностей не возникает. 

Ликвидировав вторичную блокаду и зачеркнув соответствующие 
горизонтали и вертикали, продолжим расстановку ладей. От первич- 
ных И вторичных блокад, которые могут возникнуть в дальнейшем, 
мы освобождаемся так же, как это было сделано в разобранных 
выше примерах. 

Докажем теперь, что наш метод расстановки ладей на шахмат- 
ной доске всегда позволяет прийти по крайней мере к одной пози- 
ции, удовлетворяющей условиям задачи. , 

Прежде всего заметим, что если мы всегда будем ставить ладью 
на свободную вертикаль, в которой число белых полей не меньше 
числа белых полей в любой из остальных свободных вертикалей, то 
последнюю ладью мы поставим на вертикаль, содержащую одни 
лишь белые поля. Ладью на такой вертикали всегда можно поста- 
вить независимо от того, встречались ли ранее блокады обоих типов 
или нет. 

Если первичные и вторичные блокады при расстановке предыду- 
щих ладей не возникали, то на шахматной доске к моменту поста- 
новки последней ладьи уже должна стоять п —1 ладья, причем ка- 
ждая ладья стоит на своей горизонтали и своей вертикали. Следо- 
вательно, свободными остались лишь одна горизонталь и одна 
вертикаль. Поскольку свободная вертикаль заполнена только белыми 
полями, ничто не мешает нам поставить последнюю ладью на поле, 
находящееся на пересечении этой вертикали со свободной горизон- 
талью. В результате на шахматной доске окажутся расставленными 
п ладей — по одной на вертикали и на горизонтали. Ясно, что такие 
лады! не атакуют одна другую. Кроме того, все поля, не занятые 
ладьями, оказываются под ударом и по горизонтали, и по вертикали. 
Таким образом, расстановка ладей в этом случае удовлетворяет 
условиям задачи. 

Предположим теперь, что, расставляя ладьи, мы столкнулись © 
первичной или вторичной блокадой. Вычеркнув соответствующие го- 
ризонтали и вертикали и составив из оставшихся «обломков» 
шахматной доски новую доску, мы получим прямоугольник, в кото- 
рем больше горизонталей, чем вертикалей. Итак, поставив последнюю 
ладью на вертикаль, составленную из одних лишь белых полей, мы не 
сможем блокировать какую-нибудь вертикаль, поскольку на каждой 
из вертикалей уже стоит ладья и каждое незачеркнутое и в то же 
время не занятое ладьей полё находится под ударом по вертикали. 

Последняя (белая) вертикаль не может быть заблокирована, 
поскольку на шахматной доске расставлено самое большее п — ἰ 
ладья, которые, атакуя по горизонтали, угрожают п —1 полю белой 
вертикали. Следовательно, последнюю ладью мы всегда можем по- 
ставить на TO поле белой вертикали, которому не угрожает по гори- 
зонтали ни одна ладья. 

Важно отметить, что предложенное решение применимо ко всем 
прямоугольным шахматным доскам, у которых число вертикалей 
меньше числа горизонталей, и удовлетворяет условиям задачи. 
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Рис. 11. 


99. Если не считать различными позиции, переходящие одна в 
другую при поворотах доски и отражениях относительно вертикаль- 
ной и горизонтальной осей симметрии, то расставить 4 фигуры на 
шестнадцатиклеточной доске так, как сказано в условии задачи, 
можно лишь одним-единственным способом. С учетом поворотов и 
отражений получаем 8 возможных расстановок четырех фигур, че- 
тыре из которых показаны на рис. 111. 

Распределив четыре расстановки фигур, изображенные на 
рис. Ill так, как показано на рис. 112, мы получим расстановку 
16 фигур в клетках-кубиках пространственной шахматной доски, при 
которой в любом слое на ‘каждой горизонтали и каждой диагонали 
(но не на каждой из больших диагоналей) стоит ровно одна фигура. 

Можно доказать, что задача о расстановке 16 фигур в клетках- 
кубиках трехмерной шахматной доски 4 Х4 Χά4ά, при которой в ка- 
ждом слое на любой горизонтали, любой вертнкали и на любой из 
больших диагоналей стояла бы ровно одна фигура, не имеет ре- 
шения. 


100. Прежде всего обратим внимание на то, что на трехмерной 
шахматной доске невозможно расставить 65 ладей так, чтобы ни 
одна ладья не атаковала другую. Действительно, если бы такая 
расстановка была возможна, то в одном из горизонтальных «слоев» 
трехмерной доски должно было бы находиться по крайней мере 
9 ладей. Но горизонтальный «слой» можно рассматривать как обыч- 
ную шахматную доску 8 X 8, на которой нельзя расставить 9 ладей 
так, чтобы никакие две из них не атаковали 
одна другую: по крайней мере на одну верти- 
каль и одну горизонталь нам непременно при- 
шлось бы поставить две ладьи, каждая из ΚΟ: 
торых находилась бы под ударом другой. 

Решение рассматриваемой нами задачи 
сводится к тому, чтобы в каждом из восьми 
горизонтальных слоев разместить по 8 ладей 
так, чтобы они не атаковали друг друга и что- 
бы при этом в каждом вертикальном столбике 
из трехмерных «клеток» находилась ровно одна 
ладья. 

Назовем ладьи, стоящие в I-M горизонталь- 
ном «слое» (i = 1,2,..., 8), ладьями 2-го 
рода. Поставленную задачу можно тогда сфор- 
мулировать так: заполнить обычную шахмат- 
ную доску ладьями восьми родов — по 8 ладей 
каждого рода — так, чтобы ни одна ладья ве 

Рис. 112. атаковала ладью того же самого рода. 
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Решение этой задачи в свою очередь эквивалентно расстановке 
в клетках квадратной таблицы 8 & 8 восьми чисел 1, 2, 3, ..., 8, при 
которой HH, одно из чисел ни в одном столбце и ни в одной строке 
не встречается дважды. Приведем примеры таких таблиц: 


1 23 4 5 6 7 8 56784321 
23456781 65 8 7 3 4 1 2 
3.45 67 8 1 2 7 8 5 62 1 4 3 
45 67 8 1 2 8 8 7 65 1 2 3 4 
ο 6 7 8 [| 2 3 4 43 215 67 8 
6 7 8 | 23 4 5 3 412 6 5 8 7 
78 12 3 4 5 6 2143 7 8 5 6 
8 1 23 4 5 6 7 123 48 7 6 5§ 


Ясно, что таких таблиц можно составить очень много, взяв, Ha- 
пример, первую из выписанных таблиц и произведя в ней все воз- 
можные перестановки столбцов или строк, 
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Математика — царица всех наук. Ee в03- 
любленный — истина, ее наряд — простота и 
ясность. Дворец этой владычицы окружен 
тернистыми зарослями, и, чтобы достичь его, 
каждоми приходится продираться сквозь чащу. 
Случайный путник не обнаружит во дворце 
ничего привлекательного. Красота его откры- 
вается лишь разуму, любящему истину, за- 
каленному в борьбе с трудностями, свидетель- 
ствующему о незаурядности и непреодолимой 
склонности человека к необычайно запутан- 
ным, но неиссякаемым и возвышенным на- 
слаждениям ума, свойственным самой при- 
роде людей. 

Ян Снядецкий 


ПРЕДИСЛОВИЕ 


Эта статья не требует длинного предисловия. Она 
предназначена не для искушенных математиков, а для 
тех, кто просто интересуется проблемами их науки. 

Профессионал-математик не найдет в ней ничего, 
о чем ему не приходилось бы слышать на лекциях. Более 
того, его поразит, что многие задачи, о которых мы бу- 
дем говорить, сформулированы неточно, а их решения 
недостаточно обоснованы, хотя это вполне объяснимо: 
ведь мы предлагаем читателю не математический труд, 
а всего лишь очерк о математике. Для понимания его 
достаточно владеть математикой в объеме, не превыша- 
ющем курс средней школы. Однако у некоторых читате- 
лей и эти скудные сведения могли улетучиться из па- 
MATH, в этом случае чрезвычайно желательно, чтобы они 
предварительно освежили и пополнили свои знания. 

Если создание популярной книги по математике со- 
пряжено с немалыми трудностями, то сжатый и в то 
же время популярный очерк «высшей математики» — 
задача попросту невыполнимая. Метематический метод 
требует строгого и подробного доказательства теорем. 
Легкость математики основана на возможности чисто 
логического ее построения, трудность, отпугивающая. 
многих, — на невозможности иного изложения. Для зна- 
чительной части людей постепенное восхождение от 
простейших утверждений ко все более и более сложным 
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заключениям — занятие чрезмерно изнурительное. Они 
хотели бы идти «царской тропой», которой, как говорили 
древние, в математике не существует. Популяризатор, 
сокращая доказательства и заменяя их простым уведом- 
лением о конечных результатах рассуждений, оказывает 
читателю дурную услугу, поскольку математические 
факты в отличие от фактов экспериментальной физики 
или биологии сами по себе нельзя считать ни понят- 
ными, ни интересными, по крайней мере если нет стро- 
гого определения соответствующих понятий. Например, 
тот факт, что отношение длины окружности к ее диа- 
метру равно 3,141592606..., вряд ли вызовет особый ин- 
терес, а тсорема о том, что замкнутая кривая делит 
плоскость на две части (внутреннюю и внешнюю), по- 
кажется незнакомым с ее ‘доказательством до смешного 
банальной. Таким образом, если мы захотим ограни- 
читься кратким очерком математики, то сможем охва- 
тить лишь какой-то сравнительно небольшой ее раздел. 
Если же нам потребуется нарисовать общую картину 
хотя бы одной из наиболее важных математических дис- 
циплин, TO наш обзор разрасгется до размеров обшир- 
ного руководства по этой дисциплине, доступного лишь 
узкому кругу специалистов. | 
Учитывая это, мы не стремились к изложению всей 
математики, а ограничились рядом замечаний о том, что 
такое математика, стараясь придать им форму бесед, 
которые происходят по разным поводам между матема- 
тиками и теми, кто не знаком с «царицей всех наук». 
Каждому же, кто желает изучить математику все- 
рьез, мы настоятельно советуем идти обычным путем 
упорных занятий и чтения математических книг. 


Алгебра — это та же геомет- 
ϱ PUA, лишь оперирует она симво- 
лами. Геометрия — не что иное, 
как алгебра, воплощенная в фигу- 


рах. 
Софи Жермен 


1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ МАТЕМАТИКИ 


Вопросы. — Упреки. — Предмет математики. — Элементарная и 
высшая математика. — Развитие математики. — Числа. — Аналитиче- 
ская геометрия. — Символы. 


Математику чаще всего приходится слышать от не- 
посвященных два вопроса: 

1. Для чего нужна математика? 

2. Продолжает ли математика развиваться и по- 
ныне? 

Первый вопрос выражает сомнение, ксторое охваты- 
вает каждого, кто узнаёт, что плоды абстрактного мыш- 
ления используются в повседневной жизни, второй — 
молчаливо выражает неуверенность в том, следует ли 
вообще считать математику наукой. Действительно, 
многие полагают, что в науке всегда есть нерешенные 
проблемы, возникают различные мнения, происходит 
борьба взглядов. Иначе говоря, наука должна разви- 
ваться, а о каком развитии и о каких нерешенных зада- 
чах можно говорить там, где (как в математике) все 
ясно, определенно и установлено еще много веков назад? 

менно второй вопрос, задаваемый особенно часто, не- 
редко сопровождается еще одним вопросом, формули- 


руемым либо как упрек в духе известных строк Гете *, 
*И 
скусство хитрое цифири 
Нас учит: дважды два — четыре, 
И помогает нам понять, 
Как ложь за истину принять. 
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либо как сомнение в степени достоверности и важности 
математической науки. Но существу мы встречаемся 
здесь с тем же явлением, которое заметили художники, 
поэты и ученые всех эпох: всякий раз, когда широкие 
круги публики сталкиваются с чем-то сложным в искус- 
стве или в науке, они сначала объявляют поразивший 
их факт бессмысленным и лишь потом, много времени 
спустя, решаются признать, что он имеет смысл и даже 
становится ясным, если не пожалеть труда и подгото- 
виться к его восприятию. 

Зная это, нетрудно дать себе хороший совет: на все 
вопросы отвечать исчерпывающим образом. Опроверг- 
нуть все упреки также несложно. В затруднительном 
положении мы окажемся лишь тогда, когда кто-нибудь 
спросит: «Что такое математика?» 

Ответить на этот вопрос было бы легче, если бы нам 
удалось определить предмет математики — то, чем она 
занимается. Может показаться, что сделать это совсем 
нетрудно: математика изучает числа. Однако не каждое 
утверждение о числах относится к математике. Напри- 
мер, утверждение «Луна три раза выглядывала из-за 
тучи» вряд ли стоит считать математическим, и в ΤΟ же 
время геометрию нельзя не причислить к математике. 
Даже если бы мы ограничили предмет математики чис- 
лами, нам все равно не удалось бы избежать трудностей, 
связанных с тем, что самое понятие числа изменялось 
со временем. Для древних греков числами были 1, 2, 
3, ..., 1000, ..., 10000, ... Нуль и отрицательные чис- 
ла еще ue были известны. В средние века He существо- 
вало понятия мнимого числа, а в первой половине 
ХХ века — понятия совершенного числа Кантора. Объем 
понятия числа все время меняется. 

Эту трудность мы могли бы преодолеть, заявив, что 
математика каждой эпохи занимается теми числами, ко- 
торые известны в данную. эпоху. Однако при этом чита- 
тель остался бы в неведении относительно того, чем бу- 
дет заниматься математика завтра, тем более что при 
введении новых разновидностей чисел ими пользуются 
широко и вольно, не заботясь о строгом обосновании. 

Наконец, мы могли бы согласиться, что знаем, о чем 
идет речь, когда кто-то произносит слово «число», так 
же, как физик знает, о чем идет речь, когда кто-то про- 
износит слово материя, хотя установить содержание по- 
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следнего понятия было бы трудно. Но если физик может 
в качестве примеров указать на общеизвестные мате- 
рнальные предметы и затем, постепенно абстрагируясь, 
дойти до понятия материи, TO.B математике подобный 
подход в лучшем случае позволил бы дойти до нату- 
ральных чисел (то есть до чисел 1,2, 3,4, ...). 

В связи с этими трудностями иногда даже высказы- 
вают мнение, что определение математики вообще не- 
возможно, поскольку каждая культура обладает своей 
особой математикой и эти различные «математики» не 
образуют единой науки. 

Не следует думать, что трудности, о которых идет 
‘речь, обнаруживаются лишь в области высшей матема- 
ТИКИ. 

Деление математики на элементарную и высшию но- 
сит довольно искусственный характер. Обычно к выс- 
шей относят те разделы математики, которые исполь- 
зуют понятия предела и сходящейся последовательности. 
Сходящейся последовательностью называется бесконеч- 
ный набор чисел, например 

| | 


Е -Ἡ κ. в 
20.3’ 4’ τσ 1000’ °°*? 109000’ °°"? 
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1 2 3 4 100 1000 
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По мере продвижения от начала числа, образующие 
первую последовательность, все меньше и меньше отли- 
чаются or нуля. Нуль — это предел первой последова- 
тельности. Числа, сбразующие вторую и третью после- 
довательность, стремятся к 1. Единица служит пределом 
второй и третьей последовательностей. Понятия предела 
и сходящейся последовательности, три примера которых 
мы только что привели, лежат в основе дифференциаль- 
ного и интегрального исчисления. Иногда в этих поня- 
тиях усматривают наиболее характерные, отличитель- 
ные особенности высшей математики. В то же время 
и понятие предела, и понятие сходящейся последова- 
тельности носят довольно специальный характер. По- 
видимому, естественнее было бы сказать, что высшая 
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математика начинается там, где в игру вступают дбеско- 
нечные множества. 

Каждая из рассмотренных нами трех последователь- 
ностей содержит бесконечно много членов. Например, в 
первой последовательности столько различных членов 
|/п, сколько различных значений может принимать зна- 
менатель п, а их в свою очередь бесконечно много (1, 2, 
3, ...), Ибо какое бы зчачение ни принимало натураль- 
ное число №, всегда найдется число N+ 1, которое еще 
больше. Отсюда мы заключаем, что даже множество 
простейших натуральных чисел бесконечно. Правда, в 
обычных арифметических выкладках мы не оперируем 
со всем множеством, но если нам потребуется доказать 
даже самые простые теоремы о натуральных числах или 
высказать какое-нибудь утверждение о свойствах всех 
натуральных чисел, то мы будем вынуждены рассматри- 
вать все бесконечное множество. Таким образом, с бес- 
конечными множествами: мы встречаемся еще в элемен- 
тарной математике. 

Возникает вопрос, как обстоит дело в других науках, 
например в физике: столь же трудно поддается опреде- 
лению и классификации их предмет? Что касается фн- 
зики, то, насколько можно судить, впечатление, что 
определить ее предмет якобы легче, обманчиво. На пер- 
вый взгляд кажется, будто физика имеет дело с реаль- 
ным внешним миром, с той или иной действительностыо, 
не зависящей от познающего ее человека, в то время 
как математика является продуктом абстракции и, сле- 
довательно, создапием разума познающего. Однако при 
более близком рассмотрении все предстает в ином свете. 
Физик не довольствуется непосредственно данными ощу- 
щениями, а путем размышлений конструирует из того, 
что видит и слышит, незримый, неслышимый, неосязае- 
мый мир атомов, электронов и т. д. Математик не оста- 
навливается на рассуждениях, а в своих 'доказатель- 
ствах доискивается до последней инстанции — аксиом 
логики и теории множеств, о которых, разумеется, из 
внешних ощущений нельзя извлечь никаких сведений. 

Предпримем еще одну попытку дать определение ма- 
тематики и скажем, что математика — это формальная 
наука о некоторых символах и правилах, которым под- 
чиняются операцин над символами. Нетрудно видеть, 
ΗΤΟ и эта попытка не приводит к желаемому результату, 
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поскольку та же теория игры в шахматы, не будучи 
математикой, также изучает «символы и правила, кото- 
рым подчиняются операции над символами». В то же 
время математикой вполне возможно (хотя и чрезвы- 
yaHHO неудобно) заниматься, не прибегая к символиче- 
ским обозначениям, и формулировать теоремы чисто 
словесно, например, так: «Величина суммы не зависит 
от порядка слагаемых» (вместо а 6 = 6+ a), Таким 
образом, и это определение математики не заслуживает 
доверия. | 

Обратимся к истории математики; может быть, там 
нам удастся найти указания, которые позволили бы по- 
нять, в каком направлении следует двигаться, чтобы 
прийти к определению предмета математики: как-никак 
люди во все времена знали или по крайней мере заду- 
мывались над тем, чем занимается и чем не занимаетея 
математика. 

Из истории известно, что даже у первобытных людей 
была своя математика, которая сводилась к умению счи- 
тать и записывать результаты счета. Можно предполо- 
жить, что самые древние математические задачи воз- 
никли в связи с практическими потребностями. Охота и 
скотоводство привели первобытного человека к необхо- 
димости сравнивать численность стад. Некоторые усмат- 
ривают источники понятия числа в слуховых впечатле- 
ниях, однако письменные исторические памятники и 
предметы, сохранившиеся до наших дней от весьма дав- 
них времен и культур, еще раз подтверждают, чтс CTH- 
мулом математических открытий были практические по- 
требности: измерение ширины рек, ориентация в откры- 
том море и календарь — вот первые задачи прикладной 
математики. 

Самым древним из дошедших до нас письменных ма- 
тематических документов является хранящийся в Бри- 
танском музее папирус (XIX в. πο н. э.), известный как 
«Расчетная книга писца Ахмеса». Его расшифровали 
египтолог Эйзенлор и историк математики М. Кантор. 
Ахмес уже знал целые числа и дроби. В его книге мы 
находим такие примеры: 


2 | Ι 2 | ἱ 
=3 №15, = το 


ἱ l ] | | 
39 = 6 tog + 3g Г ας 
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Бообще же разбиение произвольных дробеи на дроби с 
числителем, равным единице, было главной задачей 
Ахмеса. Умел он решать и уравнения первой степени с 
одним неизвестным (имевшим особое название), хотя 
общей теории еще не было, и даже находить сумму ко- 
нечного числа членов геометрической прогрессии. Из 
геометрических задач Ахмес занимался квадратурой 
круга. Приведенное в папирусе отношение длины окруж- 
ности к диаметру равно ('5/9)?== 3,16, что лишь на 
0,018... отличается от истинного значения л. 

Китайцы, которые изобрели числа около 2600 г. до 
н. э. и знали, как свидетельствует «Священная книга 
счета» (XII в. πο н. 9.), что треугольник со сторонами 
3, 1, 5 — прямоугольный, примерно в то же время счи- 
тали, что л = 3 (то же значение л приводится и в Биб- 
Лии). 

Греки вывели матёматику из детской стадии ее раз- 
вития. Пифагору (VI в. πο H. 3.) приписывают изобрете- 
ние иррациональных чисел. Если стороны квадрата 
равны [, то нетрудно доказать, что его диагональ нельзя 
представить в виде дроби p/g. Действительно, предполо- 
жим, что стороны квадрата равны 1, а его диагональ — 
p/q (ри 49— натуральные числа). Тогда по теореме Пи- 


фагора 
2 2 
[2 в = (2) ‚ или 9=., 
a q 4* 
откуда 
20 ==) 
Следовательно, число р? четное и число р также четное. 
Разделив р на 2, получим целое число ра, откуда 
р oF 2Ρι, 
ИЛИ 
24° = р° = (20 = 4pi, 49 = 2pi. 


Таким образом, число 42, а следовательно и 4, оказы- 
вается четным: g = 290.1. 
Но тогда 
Ng? = 4g? 2, pi = 2g. 
Следовательно, р’ и р, — четные числа. 
Продолжая рассуждения, получаем 


р=2р., р ==2рь, ро = р, ... ит. д. 
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Число р — пагуральпое, его половину р! мы делим на 
2 и снова получаем натуральное число Py. Разделив р? 
на 2, мы получаем натуральное число рз и т. д. Ясно, 
что делить неограниченно долге натуральное число на 2 
и получать при этом натуральные числа невозможно. 
Следовательно, предположение о том, что диагональ 
квадрата со стороной | равна ?/., привело нас к проти- 
воречию. Таким образом, длину диагонали единичного 
квадрата нельзя выразить рациональным числом. Она 
равна иррациональному числу, квадрат которого ра- 


вен 2. Это число мы обозначим И 2. Согласно Платону, 
Теодор из Киренаики уже знал, что Уз, V5, V7, 
V8, V10, уп, ур, Υ15, Ум, V15, Vi7—Hue pa- 


циональные числа. Что же касается числа YV 2, 
то строгое доказательство его иррациональности без 
ссылки на источник имеется у Аристотеля. 

Греческая математика развивалась на решении трех 
знаменитых задач: квадратуры круга, трисекции угла и 
удвоенци куба. Все три задачи — это геометрические за- 
дачи на построение. Первая задача сводится к построе- 
нию числа л (то есть отрезка длиной в л единиц), 


третья — к построению числа V2, вторая — к разбие- 
нию произвольного угла на три равные части. Современ- 
ная математика решила все три задачи, причем отрица- 
тельно. 

В 1882 г. Линдеман доказал неразрешимость задачн 
о квадратуре круга, то есть доказал, что с помощью цир- 
куля и линейки по данному диаметру круга нельзя по- 
строить отрезка прямой, длина которого была бы рав- 
на π. Неразрешимость квадратуры круга связана не с 
иррациональностью числа л (поскольку, например, 


число И 2 также иррационально, но построить его с по- 
мощью циркуля и линейки тем не менее можно), астем, | 
что оно трансцендентно, то есть не удовлетворяет ни од- 
ному уравнению с рациональными коэффициентами. 
(В отличие от л число У2 удовлетворяет, например, 
Уравнению 1.52 --0.х- (—2) =0 с коэффициентамн 
1,0, —2.) 
3-— 

Число У 2 — длина ребра куба объемом в 2 ку- 
бические единицы — не трансцендентное, но построить 
его все же нельзя, хотя и по иной причине. Как доказано 
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уже в новое время, с помощью циркуля и линеики 
можно построить лишь такие числа, которые полу- 
чаются при решении квадратных уравнений с коэф- 
фициентами, также доступными построению с помошью 
циркуля и линейки. Поясним нашу мысль несколько по- 
дробнее. 

Предположим, что нам задан единичный отрезок. 
Тогда мы можем сначала построить все отрезки, длина 
которых будет целой кратной единичного (то есть OT- 
резки длиной в 2, 3, 4, 5 ит. д. единиц), затем — отрезки 
первого типа, длины которых совпадают с корнями 
уравнений первого порядка с целыми коэффициентами 
(то есть отрезки 1, 1/3, 2/5, '/4, 3/4, ... ит. д.), затем — 
отрезки ΒΤΟΡΟΤΟ типа, длины которых совпадают с кор- 
нями уравнении второго порядка с коэффициентами из 


чисел первого типа (то есть числа Υ 5, Уз, У2/УЗ, 


γ2-- УЗ, .., ИТ. дД.). Отрезки третьего типа мы по- 
лучим из отрезков второго типа, так жекак получали от- 
резки второго типа из отрезков первого типа. Анало- 
гично можно построить отрезки третьего, четвертого и 
более высоких типов. 


3-— 

Число V2 не целое и не принадлежит ни к числам 
первого типа, ни к числам второго типа, ни к числам 
третьего типа и вообще не принадлежит к числам лю- 
бого из более высоких типов, поэтому построить его 
с помощью циркуля и линейки нельзя, Аналогично до- 
казывается и невозможность трисекции угла. 

К сообщенным нами историческим сведениям необ- 
ходимо добавить несколько слов о самом известном из 
памятников греческой математики — сочинении Евклида 
«Элементы». Семьдесят поколений изучали геометрию 
по «Элементам» Евклида, ставшим образцом, своего 
рода эталоном математического метода. Деление ут- 
верждений на аксиомы (αξιώματα), постулаты (αιτημ- 
ατα), определения (ὅροι), теоремы (θεωρη΄µατα), задачи 
(προβλη΄ µατα) и вспомогательные теоремы (ληµµατα), 
впервые введенные Евклидом, сохранились и поныне в 
работах математического содержания. «Элементы» стали 
своеобразной энциклопедией математики того времени, 
изложенной в геометрической форме. 

Характерная особенность сочинения Евклида — 
строгость доказательств, весьма часто проводимых «ог 
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противного». Бот, например, доказательство 2U-H ΤεΟ: 
емы из [Х книги «Элементов»: «Существует неограни- 
чевно много простых чисел». Поясним, что простым на- 
зывается целое число, большее 1, которое делится 
только на самое себя и на |. Таким образом, 2, 3, 5, 7, 
|| — простые числа, а числа 4, 6, 8, 9 — не простые (со- 
ставные). Доказательство Евклида исходит из предпо- 
ложения о том, что множество простых чисел конечно. 
Тогда существует наибольшее простое число р. Соста- 
BHM произведение JI =2Ж3ЗЖ4ЖЬЖХ... Жр всех чи- 
сел от 2 дор и рассмотрим число Ν = И-Т, то есть 
число, которое на | больше этого произведення. Чис- 
ло Ν заведомо больше р, поскольку даже произведение 
П больше р. Поскольку по предположению р — наиболь- 
шее простое число, М не может быть простым числом. 
Но каждое непростое (составное) число делится на ка- 
кое-нибудь простое число. Как же обстоит дело с чис- 
лом №? 

При делении на 2 число N дает в остатке 1, по- 
скольку на 2 делится произведение II (II/2=3x*4xX 
Χο... Xp), а М =Н+1. При делении на 3 число 
N также дает в остатке |, поскольку на 3 делится про- 
изведение II, а № Ξ- ΤΙ -- 1. Вообще, на какое бы число 


2, 3,4..., рмы ни делили М, остаток всегда будет pa- 
вен |. Следовательно, № не делится ни на одно из чисел 
2, 3,..., р, а поскольку среди этих чисел содержатся 


все простые числа (ибо по предположению р — наиболь- 
шее из всех простых чисел), то N не делится ни на одно 
простое число, что противоречит ранее высказанному 
утверждению (№, как всякое составное число, должно 
делиться на одно из простых чисел). Полученное про- 
тиворечие говорит о TOM, что сделанное вначале пред- 
положение о конечности множества простых чисел 
ложно. Следовательно, простых чисел бесконечно много, 
что и требовалось доказать. 

В доказательстве Евклида ощущается уверенное вла- 
Дение логическим аппаратом, строгость этого доказатель- 
ства безупречна. Ирямое доказательство (без ложного 
предположения), несомненно, было бы более удовле- 
творительным. Некоторым людям, не привыкшим к рас- 
суждениям такого рода, доказательство от противного 
кажется неестественным. 
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ΠΙΟ вернемся к определению того, что такое матема- 
тика. Даже те немногочисленные примеры из античной 
и современной математики, которые мы привели, дол- 
жны убедить нас в том, что у математики имеются свои 
задачи, требующие для решения усилий нескольких по- 
колений, что она непрерывно развивается, ее результаты 
используются на практике и прежде всего что у нее 
есть свой особый метод и что именно этот метод, а от- 
нюдь не числа, не символы и не геометрические фигуры 
составляет наиболее характерную отличительную черту 
математики. Метод этот, которому мы посвятим целый 
раздел, называется дедуктивным. Сущность его сводится 
к выводу логических следствий из аксиом и определе- 
ний, заложенных в основании математической теорин. 
Именно в дедуктивном методе вполне справедливо 
усматривают причину надежности и точности матема- 
тических утверждений. Восхищенный «Элементами» Ε- 
клида философ Спиноза в своей «Этике» хотел все из- 
ложение построить «на геометрический манер», однако, 
хотя он старательно скопировал внешнюю структуру 
«Элементов», его ожидало фиаско. В разделе [У мы еще 
остановимся на причинах неудачи, постигшей Спинозу. 

К каким объектам применим дедуктивный метод? 
О каких объектах говорится в аксиомах и теоремах? 
Условимся (разумеется, временно) отождествлять эти 
объекты с числами (тем самым мы пока оставляем в 
стороне всю геометрию). Естественно возникает вопрос: 
какие же разновидности чисел известны в современной 
математике? 

На первом месте стоят натиральные числа: 1, 2, 3, ... 

., 10, ..., 20, ...., 100, .... Затем идет нуль, неиз- 
вестный древним грекам. Число нуль ввели в матема- 
тику индусы. Нуль совершенно незаменим в арабской, 
то есть принятой в наше время, системе записи чисел. 
С натуральными числами связаны дроби, известные, как 


мы видели, еще египтянам: 1, 1, И, 3/4, .... Если 
к натуральным числам присоединить 0 и целые отрица- 
тельные числа —|, —2, —3, ... , то получатся целые 


числа. Положительные и отрицательные дроби вместе с 
целыми числами образуют множество рациональных чи- 
сел. Присоединив к этому множеству положительные и 
отрицательные иррациональные числа (известные еще 
грекам), получим множество действительных чисел. Их 
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в свою очередь можно разбить на трансцендентные 
числа (например, число л), не являющиеся корнями 
равнений с рациональными коэффициентами, и осталь- 
ные, Так называемые алгебраические числа. Помимо 
действительных чисел, математика знает комплексные 


числа a+ bi, (ἱ = VY —}), векторы, кватернионы, идеалы 
и много других объектов, также называемых числами *. 

Для чего математики вводят новые числа? Для того, 
чтобы те или иные операции можно было производить 
во всех случаях, без исключений, которые приходится 
особо оговаривать, если ограничиться уже известными 
числами. Например, сложение всегда можно произво- 
дить над натуральными числами и получать в резуль- 
тате снова натуральные числа. Зато вычитание не всегда 
выполнимо в области положительных чисел. Предполо- 
жим, например, что нам необходимо из трех вычесть 
пять, то есть найти число, которое после прибавления 
его к пяти даст три. Среди положительных чисел та- 
кого числа просто нет. Чтобы вычитание стало выполни- 
мым и в этом случае, необходимо ввести отрицательные 
числа (в рассмотренном примере —2). Деление целых 
чисел приводит к необходимости введения дробей (типа 
ly), извлечение квадратного корня и корней более вы- 
соких степеней —к появлению иррациональных чисел 


(например, У 2). Векторы и кватернионы были вызваны 
к жизни потребностями механики, когда возникла необ- 
_ходимость иметь дело с «направленными величинами». 
Комплексные числа были введены в математику в связи 
с решением уравчений с действительными коэффициен- 
тами (например, уравнение х? -{ | = 0, которое не имеет 
действительных корней). Мы видим, что при так назы- 
ваемом расширении понятия числа математики имели в 
виду не только создание чего-то нового, но и усовершен- 





Строго говоря, никакого расширения понятия числа при переходе 
Br действительных чисел к комплексным не происходит. Запись 
Ee /—1 представляет собой не более чем удобное сокращение. 
Следовало бы писать 01:1 =И—1-0.4. Кроме того, a-+ bi 
означает упорядоченную пару действительных чисел (a,b). Равен- 
ство же —|-{0.Г = —1, строго говоря, не имеет смысла, по- 
скольку знак равенства (=) означает, что справа и слева OT него 
стоят одинаковые предметы, а пара предметов не тождественна од- 
ROMY предмету. 
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Рис. 1. 


ствование старого. Новые числа были введены не рады 
их новых свойств, а для решения старых задач. 


Со временем математики начали интерпретировать 
числа геометрически. Так произошел переход от чисел 
к другому, не менее важному разделу математики — 
к геометрии. Мостом, связавшим числа с геометрией, 
стала аналитическая геометрия, созданная Рене Декар- 
том (1637 г.). 

Представим себе, что из точки О в горизонтальном 
направлении проведен луч (рис. 1). Отложим на нем 
отрезок ОМ и примем расстояние ОМ за единицу длины. 
Отложим на луче от точки М еще один единичный от- 
резок, получим новую точку Р. Продолжая откладывать 
единичные отрезки, найдем точки Q, К, $5, ... HT. д. 
при этом длины всех отрезков ОМ, МР, РО, QR, RS, ... 
будут равны между собой (и равны единице). Будем 


считать, что точки О, М, Р, 0, К, $, ...— это «образы» 
чисел 0, 1, 2, 3, 4,5, .... Разделив отрезки OM, МР, ... 
точками М’, М”, ..., P’, Р”,... ит. д. на равные ча- 


сти, например на 10 равных частей, будем рассматри- 
вать точку Μ΄ как образ числа 0,4, точку М” — как οὔ- 
раз числа 0,8, ..., точку Р’— как образ числа 1,4 и 
т. д. Продолжая деление отложенных единичных от- 
резков на все большее число частей, мы в конце концов 
получим на нашем луче образ Q любого вещественного 
положительного числа g (для этого нам потребуется 


oe 
отложить Ha луче от точки О в направлении ОМ рас- 
стояние OQ, равное — с требуемой точностью — числу 0). 
Теоретически можно считать, что соответствие между 
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точками луча и вещественными числами абсолютно 
точно. 

Чтобы получить образ отрицательного числа —94, до- 
статочно продолжить луч за точку О (в сторону, проти- 


воположную ОМ) и отложить в том направлении отре- 
30K OQ, длина которого равна 4. Конец @ этого отрезка 
и будет геометрическим образом отрицательного чис- 
ла τά. 

Выберем теперь новую точку L, He лежашую Ha пря- 
мой QOQ, и проведем через нее прямую OL. Условимся 
на новой прямой измерять расстояния в единицах OF. и 
построим на ней еще раз образы всех действительных 
чисел. 

Прямые ОЁ и ОМ назовем осями координат: прямую 
ОМ — осью абсцисс, прямую ОЁ — осью ординат. Задав 
на плоскости, проходящей через оси ОМ и OL, точку №, 
мы можем описать ее положение следующим образом. 
Проведем через У прямую, параллельную оси ординат. 
Эта прямая пересечет ось абсцисс в некоторой точке А. 
Прямая, проходящая через точку параллельно оси 
абсцисс, пересечет ось ординат в точке В. Зная точки 4 
и В и проводя через них прямые, параллельные осям 
координат, мы получим W как точку пересечения этих 
прямых. Но вместо того, чтобы задавать точки A и В, 
достаточно указать те числа а и 6, образами которых 
Являются ЭТИ ТОЧКИ. 

Оказывается, что любую точку W на плоскости 
можно задать с помощью двух чисел а и 6, называемых 
координатами этой точки (а — абсцисса, ὃ — ордината). 
Наоборот, зная точку №, можно найти ее координаты 
а, 6 с помощью того же построения, что и раньше, но 
проводимого с конца к началу. 

Выясним, в каком случае абсцисса а равна нулю. 
При а = 0 точка А на оси ОМ должна соответствовать 
нулю. Но поскольку на оси ОМ лишь точка О соответ- 
ствует нулю, то точка А должна совпадать с О. Точка О 
принадлежит не только оси ОМ, но и оси OL. Прямая 
WA, или (поскольку точки А и О совпадают) WO, па- 
раллельна оси OL. Следовательно, общую точку О ο 
осью OL прямая WO может иметь лишь в том случае, 
если вся прямая УО совпадает с прямой ОЁ — осью ор- 
динат. Верно и обратное утверждение: если прямые WO 
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Рис. 2. 


и OL совпадают, то абс- 
цисса точки W равна ну- 
лю. Таким образом, ось 
ординат — это множество 
образов точек, абсциссы 
которых равны нулю. 
Проведем теперь про- 
извольную прямую ли 
спросим, что можно ска- 
зать о координатах ее то- 
чек. Предположим, что 
прямая л пересекает ось 
абсцисс в точке А, и про- 
ведем через А параллель- 
но оси ординат прямую 
AZ (рис. 2). Выберем на 
нашей прямой л две точки 
Е и Е и проведем через 
них прямые ЕЁ’ и FF’, 
параллельные оси орди- 


нат, и прямые EE” и ЕЁ”, параллельные оси абсцисс. 
Прямые EE” и ЕЁ” пересекают прямую AZ в точках С 
и О). Треугольники AEC и AFD подобны, треугольники 
ΑΕΕ’ и AFF’ также подобны. Следовательно, 


АС ΑΕ _ AE’ 


ΑΡ ΑΕ ΑΓ) 


ИЛИ 

АС _ AD 

AE’ AF’ ᾿ 
Ho 

АС = ОЕ” = AD= ΟΕ”, 

откуда 

ОЕ” = OF” 

‘AE’ AF’ | 


Таким образом, отношение длины отрезков OW”’/AW’ 
постоянно: оно одинаково для любой точки W, лежащей 
на л. Обозначим абсциссу точки W через x, ее орди- 
нату — через и. Тогда OW” = у, OW’ = x, 


x= OW’ =O0OA+ AW’ = а- ΑΝ’, 


ИЛИ 


х—а= AW’. 
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Подставляем в отношение ОУ AW’ 
ow” / 


ΑΝ’  x—a 





== постоянное число = С, 


откуда 
у=с(х— а). 

Так выглядит соотношение между абсциссой х и орди- 
натой у произвольной точки М, лежащей на прямой π. 
Числа а ис в этом соотношении постоянные: если пря- 
мая Л задана, то а и с имеют вполне определенные 3Ha- 
чения. Числа x и у не постоянные, а зависят от того, 
какую точку W прямой л мы рассматриваем. Соотноше- 
ние и ==C (х— а) (при заданных си а} выполняется для 
любой точки прямой π и только для точек прямой π. 
Это соотношение называется уравнением прямой п. 

Аналитическая геометрия. изучает уравнения пря- 
мых, OKPYAKHOCTeH, эллипсов и других кривых. Решение 
геометрических задач она сводит к арифметическому 
изучению уравнений соответствующих геометрических 
объектов. Например, если нам потребуется доказать, что 
три высоты треугольника пересекаются в одной точке, 
то мы напишем уравнения трех прямых, на которых ле- 
жат высоты, и выясним, можно ли придать х и у такие 
значения аи 6, чтобы удовлетворить всем трем уравне- 
ниям одновременно (то есть чтобы точка О с координа- 
тами аи 6 принадлежала одновременно всем трем пря- 
мым). Наоборот, пользуясь известными геометриче- 
скими свойствами, можно делать заключения об урав- 
нениях. Известно, например, что две прямые либо не 
пересекаются (параллельны), либо пересекаются лишь 
в одной точке, либо полностью совпадают. Отсюда сле- 
дует, что два уравнения первой степени с двумя неиз- 
вестными (хи и) либо не имеют решения, либо допу- 
скают единственное решение, либо имеют бесконечно 
много решений (в последнем случае каждое ‘решение од- 


ного уравнения служит решением другого *). 
M998 EE Eee EE ne 
* Не все уравнения первой степени с двумя неизвестными являются 
Уравнениями прямых. Например, уравнению О.х--О:-у = 0 coor- 
ветствует вся плоскость, а уравнение О-х- О-у ==1 не соответ- 
ствует ничему. Это следует иметь в виду, когда мы говорим о гео- 
метрическом смысле уравнений первой степени: из того, что все 
решения одного уравнения удовлетворяют другому уравнению, от- 
Нюдь не следует, что и всякое решение второго уравнения есть в 
TO же время решение первого уравнения. 
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Пример аналитической геометрии наводит на ΗΕΚΟΤΟ. 
рые мысли относительно определения математики. Мы 
видим, что в математике может наблюдаться некоторый 
параллелизм: между объектами, не имеющими на пер- 
вый взгляд ничего общего, например между «прямыми» 
и «уравнениями первой степени с двумя неизвестными», 
«точками» и «упорядоченными парами чисел», можно 
установить Такое соответствие, что каждое геометриче- 
ское утверждение относительно прямых и точек будет 
допускать «перевод» на арифметический язык, и Ha- 
оборот. 

Представим себе теперь человека, которого ввели в 
заблуждение, сообщив, что когда говорят «уравнение 
первой степени с двумя неизвестными», то в действи- 
тельности имеют в виду Прямую, выражение «упорядо- 
ченная пара чисел» переводится на язык как «точка», 
а «удовлетворять уравнению» означает то же самое, что 
«лежать на прямой». Такой человек воспринял бы Teo- 
рию уравнений первой степени с двумя неизвестными 
как раздел планиметрии, а если бы тот, кто ввел его 
в заблуждение, решил исправить свою ошибку и открыть 
истину, то не смог бы найти ни одного аргумента, ко- 
торый подтвердил бы правильность его слов, и был бы 
вынужден сослаться на установившуюся традицию, со- 
гласно которой точка называется «точкой» а не «упоря- 
доченной парой чисел». Таким образом выясняется, что 
из некоторой неопределенности смысла выражении, 
означающих те или иные математические объекты, мож- 
но извлечь немалую выгоду, многократно усилить зна- 
чимость наших рассуждений и доказательств, придавая 
полученным результатам тот смысл, который наиболее 
выгоден нам в данный момент. 

К какому заключению приводят нас поиски опреде- 
ления математики? Мы видели, что математика — наука 
древняя, но непрестанно развивающаяся, возникшая 113 
практических потребностей и связанная с реальным .ми- 
ром, и в то же время наука теоретическая, чьи про- 
блемы не поддаются самым напряженным усилиям даже 
в тех случаях, когда речь идет о задачах, не представ- 
ляющих никакого практического интереса, как, напри- 
мер, задача о квадратуре круга. Математика использует 
особый, дедуктивный, метод, а ее аксиомы и определе- 
ния в значительной мере произвольны. Для того чтобы 
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понимать математические доказательства, необходимо 
привыкнуть к точному мышлению — к «математической 
строгости», однако для решения задач одной лишь стро- 
гости недостаточно, и порой проходили века и даже 
целые эпохи, прежде чем удавалось напасть на идею, 
без которой решить проблему было невозможно. Мате- 
матика тесно связана с миром чисел, однако предмет ее 
значительно шире: как мы уже убедились, геометрию 
нельзя исключить из математики хотя бы потому, что 
при некоторой интерпретации арифметика переходит в 
геометрию. Если же согласиться считать обычную гео- 
метрию частью математики, то нам трудно будет 
исключить из числа математических дисциплин так на- 
зываемую новую геометрию, обходящуюся без понятия 
величины (или, как принято говорить, без «метрики»}, 
а использующую лишь такие понятия, как точка, пря- 
мая, плоскости, множество точек, пучок прямых, связка 
плоскостей и отношения типа «точка лежит на прямой», 
«прямая лежит на плоскости» и т. п. Таким образом, 
широко распространенное ранее и сохранившееся и по- 
ныне в нематематических кругах представление о ма- 
тематике как о науке, якобы изучающей числа и вели- 
чины, глубоко неверно, и нам необходимо еще ближе 
познакомиться с современной математикой, чтобы 
узнать, чем она занимается и чем не занимается. 

Еще несколько слов следовало. бы сказать об одной 
особенности математики, нередко принимаемой за ее 
характерную и наиболее существенную черту. Я имею 
в виду использование символов. Математика действи- 
тельно широко пользуется специальными обозначе- 
ниями. Это неоднократно ставили ей в вину и даже 
упрекали математиков в чрезмерном увлечении симво- 
лами — «символомании». Тем не менее использование 
символав отнюдь не более характерно для математиче- 
ского мышления, чем употребление их во французском 
или немецком языке. 

Для чего вводятся в математике обозначения и ка- 
ков их смысл? Каждая наука, результаты которой мы 
хотим сообщить другим людям, вынуждена использо- 
вать те или иные символы. Жесты глухонемого, речь 
простого крестьянина, специальные термины философа— 
все это символы. По мере того как расширяется и все 
более четко определяется область наших исследований, 
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мы создаем все новые и новые символы, образующие 
научную терминологию данной области. В магематике 
действия, с которыми приходится сталкиваться особенно 
часто, например сложение или умножение, имеют свое 
обозначение (+ и -). Свои обозначения (символы) 
имеют также отношение (:), равенства (=) и функцио- 
нальная зависимость (... = ]( )). Помимо этих «по- 
стоянных» обозначений, существует другая разновид- 
ность обозначений — «переменных», или «текущих», 
Чаще всего это просто буквы алфавита. Их вводят не 
раз и навсегда, а лишь на время и обычно поясняюг 
словами: «Пусть а и 6 — произвольные числа». Новые 
обозначения вместо длинной фразы «Величина суммы 
двух чисел не зависит от порядка слагаемых» ΠΟΞΒΟ- 
а ограничиться записью: ав =ф-а. При этом 
мы выражаем свою мысль не только короче, но, смею 
сказать, даже яснее. 

Πο сравнению со словесным выражением символ не 
только отличается краткостью и ясностью, но и обла- 
дает еще одним важным преимуществом, имеющим пер- 
востепенное значение для математики: сам по себе он 
ничего не обозначает. Лишь заглянув в список определе- 
ний, можно узнать, что означает тот или иной символ, 
Поэтому производя над ним различные действия, мы 
должны хорошо знать, что он означает, ибо в противном 
случае дедукция легко приводит к абсурду. Наприме», 
буква а может означать в математике действительное 
число, мнимое число, вектор, точку, множество ..., то 
есть, попросту говоря, все, что угодно. Как известно, 
для действительных чисел выполняется переместитель- 
ный закон умножения: A-b = Ό-α. Однако если матема- 
тику попадется страничка, вырванная из чьей-то работы, 
и на ней формула a-b, то он не осмелится дописать 
= b-a, поскольку не будет знать, что означают вели- 
чины а, би знак -. Если, например, а и ὃ — векторы, а 
(.)— знак векторного умножения, то a-b~b-a, по- 
скольку в этом случае при перестановке слагаемых век- 
торное произведение меняет знак: α. ὃ = --ὂ-α. 


Символомания, или страсть к бездумному, механи- 
ческому манипулированию символами, чужда психоло- 
гии математика. Немногих из тех, кто умеет правильно 
преобразовывать математические выражения, математик 
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назовет математиками. У этих людей отсутствует весьма 
важное качество (и чисто механическая работа не мо- 
жет восполнить недостаток): выводимые математиком 
соотношения должны быть как можно более простыми 
и должны проливать свет на вопросы, ответ на которые 
анее не был известен. В этом смысле математика ни- 
цем не отличается от химии, в которой смешивание 
наугад различных кислот и комбинирование элементов 
вслепую совершенно бесплодно. 

Иногда приходится слышать еще одно возражение, 
выдвигаемое против математической символики: утвер- 
жлают, будто математические обозначения затрудняют 
цтение математических книг. Однако математические 
обозначения мешают лишь тем, кто их не знает, но 
точно такой же упрек каждый неграмотный может вы- 
сказать по поводу любого печатного издания. Впрочем, 
не следует думать, будто для чтения математической 
литературы требуется знание нескольких сот символов. 
Одни символы известны всем математикам, другие вво- 
дятся различными авторами для более узких целей, и 
смысл таких обозначений особо определяется в каждой 
работе (или серии работ). Трудность восприятия мате- 
матической литературы кроется не в обозначениях, а 
в рассуждениях, которые авторы работ никогда не из- 
лагают подробно, а лишь в сокращенном (иногда даже 
чрезмерно) виде, поскольку полное доказательство уве- 
личило бы объем работы в несколько десятков раз. 

Подробное изложение всех рассуждений позволило 
бы устранить все логические трудности, но чтение три- 
виальных рассуждений страница за страницей создало 
бы непривычные психологические трудности и явилось 
бы тяжким испытанием терпения читателя. 
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Математикой занимаются для 
того, чтобы ибедиться, как далеко 
может уйти человеческий разум по 
пути чисто логических рассужде- 
ний. 

Зигмунд Янишевский 


Il. РАЗВИТИЕ МАТЕМАТИКИ 


История квадратуры круга. — Возникновение дифферепнциального 
и интегрального исчисления. — Развитие алгебры. — Теория вероят- 
ностей. — Теория множеств. — «Основания математики» Уайтхеда и 
Рассела. — Развитие геометрии. — Приложения. — Организация ма- 
тематики. 


В предыдущем разделе мы уже упоминали о древ- 
ней задаче — квадратуре круга. Историю этой задачи по 
праву можно считать наиболее убедительным доказа- 
тельством эволюции математической мысли и прогресса 
математики. Огромная популярность квадратуры круга 
объясняется тем, что постановка задачи понятна вся- 
кому, даже тем, кто не имеет специального математиче- 
ского образования. 

В чем заключается задача о квадратуре круга? Еще 
во второй половине V в. πο н. э. Гиппократ из Хноса 
(первый человек, который стал читать в Греции платные 
лекции по математике) сформулировал теорему: «Пло- 
щадь круга Р пропорциональна квадрату радиуса г: 
Р = лг2». В задаче о квадратуре круга речь идет о на- 
хождении коэффициента пропорциональности — числа л. 
Такова первая интерпретация квадратуры круга. 

Существует и вторая интерпретация той же задачи. 
‘Ha этот раз квадратура круга рассматривается как гео- 
метрическая задача на построение: с помощью циркуля 
и линейки построить сторону квадрата, равновеликого 
. данному ‘кругу. 5 | 
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В истории математики оба варианта задачи о ква- 
дратуре круга сыграли важную роль. Точное вычисление 
л потребовало разработки соответствующих методов, 
значение которых, как выяснилось позднее, вышло да- 
леко за рамки частной задачи. 

Геометрический вариант задачи о квадратуре круга 
на протяжении двух тысячелетий, не поддавался уси- 
лиям лучших математиков. Выяснение причин загадоч- 
ного «упорства» — строгое доказательство неразреши- 
мости задачи о квадратуре круга с помощью только 
циркуля и линейки — стало заслугой математики нового 
времени, в особенности двух ее представителей Ш. Эр- 
мита и Ф. Линдемана. 

Некоторое представление об огромном объеме ра- 
боты, проделанной учеными, которые на протяжении 
многих веков бились над квадратурой круга, дает сле- 
дующий хронологический список различных приближен- 
ных значений л {само обозначение чинсяа к было впер- 
вые введено в XVIII в. Эйлером): 


3 — Библия (mata неизвестна,, 


9 
(+) — Ахмес, писец фараона Аменемхета JI] (около 


9 2000 г. πο н. 9.): 


10 
35, 357 — Архимед (287—212.rr, до Ἡ», 8); 
3 oy — Птолемей (195—141. тг. и, 3]: 
3 -> Чу-бэй-Суан-кан (Ш в}: 
157. 
aS Линь Хун (У в.); 
62 832 


0000 = 31416 — Арьябхатта (род. в 476 г.); 


У 10 — по древнеиндийской традиции приводит в своем 
сочинении Брахмагупта (pon. в 598 г.); 


3927 } 


них B 1114 
764 5хаскара (род. в r.); 
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V8 — Михаил Пселл, византийский энциклопедист (X в.); 


I 
3a „Мних Б.“ (первая половина XI 8. 


9 
(2) — сочинение „Квадратура круга“ неизвестнаго 
9 автора; 








9* 743 


2 
(=) — Франкон из Льежа (первая половина ΧΙ в.); 


Se — Леонардо Пизанский (Фибоначчи) (1220 г.): 


35 — Бувель (1503 г.), Альбрехт Дюрер (1527 г.); 


sae — Оронций Финей (1556 г.); 
8 _ Адриан Антонис (1585 г.); 
V 320 — 8 — Дюшен (1586 г.); 


Eee 


ΥΣ ΥΣ ΥΣ Ta 


Франсуа Виет (1593 г.); 


3,1... (17 десятичных знаков) — Адриан ван Роозен 
(1593 г.); 

3,1... (35 десятичных знаков) — Лудольф ван Цейлен 
(1596 r.); 

3,1... (9 десятичных знаков) — Гюйгенс (1654 г.); 


π 2-4-4-6-6-8., 





a АЕ И Дж. Валлис (1655 г.); 
- 1+ : Броункер (после 
— = ——_ — Л 
π 2+9 55 1659 г.); 
ее σας 
πεί αρα ως οὖν ... π-εβόππα и Грегори 
4 зо 7 (1674 г.); 
a? I 1 ek ode hh ο A . 
ος ee Εν προς = a +. — Сеги (ум. в 1708 г.); 
3,1... (:2 десятичных знаков) — де Ланьи (1717 г.); 
πι | 1 ] 
а 
— Л. Эйлер U734— 
wd ] = 1735); 
т το 


1 | 


— 


. 

π 1 ] | 
ου... πο ..)- 
239 — 3 - 2393 Т 5.2395 5. a бр ...)— 


— Дж. Мэчин (1706 r-)- 
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Прервав на этом наш хронологический перечень, мы 
видим, что в средних веках и даже в XVI в. встречаются 
приближенные значения л, уступающие по точности при- 
ближенным значениям, которые были получены Пто- 
лемеем и Архимедом (например, (9/5)? = 3,24). Это свя- 
зано с тем, что более точные значения л были полу- 
чены «обманным путем» —с помощью геометрических 
построений «в уме», а не на бумаге. Кроме того, следует 
отличать выражения, позволяющие получать точные 
значения л (все такие выражения содержат бесконечно 
много операций, например выражение с радикалами, 
принадлежащее Виета}, от осознанно или неосознанно 
предложенных приближений. Геометрическая квадра- 
тура Ахмеса не относится к числу наихудших: значение 
3,1604 значительно лучше не только числа 3, приведен- 
ного в Библии и встречавшегося у древних вавилонян, 
но и многих средневековых приближений числа л. 

Из Египта задача о квадратуре круга перешла в 
Грецию. Первым из греков, которые занялись поисками 
квадратуры круга, был философ Анаксагор. Брошенный 
в 434 г. до H. 9. в тюрьму, OH, по словам Плутарха, 
«в темнице нашел квадратуру круга». Греки скоро по- 
няли, что обычными способами задачу о квадратуре 
круга решить невозможно. Размышляя над квадрату- 
рой круга, Гиппий из Элиды в 420 г. до н. э. впервые 
в истории культуры придумал кривую, отличную от ок- 
ружности, «квадратрису» (рис. 3). 

Современник Сократа Антифон вписал в окружность 
сначала квадрат (рис. 4), затем правильные восьми- 
угольник, шестнадцатиуголь- 
ник и т. д, продолжив свои 
построения до тех пор, пока 
стороны многоугольников не 
начали сливаться с ду- 
гамн окружности. Антифон 





Рис 3. 








построил многоугольник с большим чиелом сторон, а 
поскольку для каждого многоульника можно постро- 
ить равновеликий ему квадрат, то Антифон заключил, 
что и для круга можно сделать то же самое. Сегодня 
мы без труда обнаруживаем ошибку в рассуждениях 
Антифона, но вплоть до ХУП в. его метод вычисления π 
оставался единственным. Софист Брисон не удовлетво- 
рился вписанными многоугольниками и призвал на по- 
мощь еще и описанные многоугольники. Длину окруж- 
ности он вполне научно заключил между периметрами 
вписанного и описанного многоугольников, из которых 
первый был меньше, а второй — больше длины окруж- 
HOCTH. 

Архимед из Сиракуз в специальном сочинении «Из- 
мерение круга» строго доказал, что площадь круга 
равна произведению половины длины окружности и ра- 
диуса. Чтобы вычислить л, Архимед последовательно 
вписывает в окружность „различные правильные много- 
‚угольники — от шестиугольника до девяностошестиуголь- 
ника —и обнаруживает, что л заключено между 3/7 
и 39/7, (эти оценки позволяют правильно определить 
первые две цифры после запятой в десятичном разложе- 
нии л). Более точное значение л, равное 31/\20==3,14166, 
удалось установить лишь создателю тригонометрии Пто- 
лемею (II в. н. 9.) из Александрии. 

История квадратуры круга в средние века не при- 
несла лавров той эпохе. Одни средневековые матема- 
тики вычисляли площадь круга, деля окружность на 
четыре равные части, проводя через точки деления ка- 
сательные и принимая описанный квадрат за круг (что 
дает л =4), другие после безуспешных попыток повто- 
рить результаты Архимеда даже заявляли, что он 
допустил в своих выкладках ошибку. Приятным исклю- 
‘чением среди всеобщего упадка был Леонардо Пизан- 
ский (XIII B.), который в своей «Геометрической прак- 
тике» привел значение л = 4/075 = 3,1418 (оно лучше, 


чем V 10, но хуже значения л = 3,1416, полученного 
Арьябхаттой). Почти нескончаемая вереница средневе- 
ковых докторов закончила свою жизнь, непоколебимо 
веря, что точное значение л равно 3!/7, и лишь гумани- 
сты начали выражать. сомнение, в разрешимости квад- 


‚ратуры круга. 
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В конце XVI в. Франсуа Виет, адвокат из Пуату, 
опубликовал свой труд «Книга, содержащая ответы‘ на 

азличные математические вопросы» (1593 г.), в кото- 
ром, повторив на языке чисея геометрические построе- 
ния Антифона, получил правильное аналитическое вы- 
ражение для л (оно приведено в нашем списке). Это — 
первое в истории математики «бесконечное произведе- 
ние». Три года спустя Лудольф ван Цейлен, пользуясь 
старым методом удвоения числа сторон вписанного мно- 
тоугольника, вычислил сначала 20, а затем — 35 знаков 

дробной части числа a. Трудолюбие ван Цейлена было 

вознаграждено: число сейчас иногда называют лудоль- 
фовым числом. 

Двадцатипятилетний Христиан Гюйгенс (1629— 
1695 гг.), один из выдающихся математиков и физиков 
своего века, доказал изящные теоремы, позволяющие 
указать для длины окружности более узкие границы, 
чем периметр вписанного и описанного многоугольни- 
ков. Уже треугольник дает Гюйгенсу верхнюю и ниж- 
нюю оценку числа л, найденную некогда ΑΡΧΗΜΘΠΟΜ, 
а шестидесятиугольник приводит к значению л с тремя 
правильными десятичными знаками. Гюйгенс уже был 
убежден в невозможности геометрического решения за- 
дачи о квадратуре круга. Он же первым обратил вни- 
мание на то, что рациональность числа л в то время не 
была ни доказана, ни опровергнута. 

Дальнейшие исследования квадратуры круга тесно 
связаны с дифференциальным. и интегральным исчисле- 
нием, Начало нового раздела математики было поло- 
жено трудами Гюйгенса и его современников, но лишь 
Ньютон, Лейбниц и братья Бернулли подняли его до 
высоты единого метода. Дифференциальное исчисление 
возникло из одной задачи аналитической геометрии: 
о том, как провести касательную к данной кривой. И за- 
дача, и метод ее решения станут ясными лишь после 
того, как мы введем современное понятие функции. По- 
дробно мы объясним его в \ разделе, а пока приведем. 
несколько исторических фактов. 

Известный историк математики М. Кантор считает, 
что современные понятия и обозначения дифференци- 
ального и интегрального исчисления были впервые вве- 
Дены Лейбницем (1684 г.). Готфрид Вильгельм Лейб- 
ниц в ΤΟ время был директором библиотеки в Ганно- 
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вере и придворным советником ганноверского правителя. 
Известен его спор с Исааком Ньютоном о приоритете 3 
открытии нового исчисления. Ньютон (как выяснилось 
позднее) раньше Лейбница владел понятием «флюксии», 
или разности, но впервые опубликовал свое открытие 
лишь B 1687 г. в своих «Математических началах нату- 
ральной философии» (труде, имевшем фундаментальное 
значение для всей механики того времени), поэтому 
история избавила Лейбница от обвинений в плагиате. 

До Ньютона и Лейбница построением касательных 
занимались знаменитые математики Ферма, Роберваль 
и де Слюс. Эта задача естественно приводит к анални- 
тической геометрии Декарта. Если две величины х, у 
связаны некоторым соотношением, например, x? + y°=1, 
то, как ‘учит аналитическая геометрия, выбирая на лло- 
скости точки, координаты которых (xX, у) удовлетворяют 
данному соотношению (в рассматриваемом случае — 
точки (1, 0), (—1, 0),..., (1/У2, 1/У 2), итд), 
мы получим кривую (в нашем случае — окружность). 
Математики XVII в. хотели придумать общий способ, 
позволяющий по уравнению кривой составлять уравне- 
ние ее касательной. Метод Роберваля использовал кн- 
нематические соображения, метод Ферма был ближе 
к кругу идей дифференциального исчисления. 

Именно в тот период математики и начали пред- 
ставлять л в виде бесконечных рядов, произведений и 
цепных дробей. В нашем списке первым примером та- 
ких выражений служит бесконечное произведение, пред- 
ложенное Валлисом. С именем Лейбница связано пред- 
ставление числа л в виде 


π } | | 
πι τς νι. 


Бесконечный ряд в правой части нужно понимать 
следующим образом. Начав суммировать его члены (по- 
скольку их бесконечно много, то перебрать все члены и 
дойти до конца мы просто не в состоянии) и оборвав 
сумму на каком-то члене, мы из-за отбрасывания всех 
последующих членов совершим сколь угодно малую 
ошибку, стоит лишь место обрыва выбрать достаточно 
далеко от начала ряда. (Сколь угодно малая ошибка 
означает, что ее можно сделать меньше любого заранее 
заданного ‘Числа, например меньше’ А! ogg coo.) Например, 
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сумма пятисот первых членов ряда Лейбница позволяет 
получить значение 1/4 с ошибкой меньше 1/10, или, что 
то Же, с точностью до трех десятичных знаков. Чтобы 
вычислить л с помощью ряда Лейбница с точностью до 
десяти знаков, потребовалось бы, как показал Ньютон, 
сложить около 5 миллиардов членов, затратив на сум- 
мирование около тысячи лет непрерывной работы. Се- 
годня с помощью ряда Мэчина той же точности можно 
достичь, затратив лишь несколько часов ручного счета. 
После де Ланьи только вычислители-фанатики находили 
л с точностью до нескольких сот знаков (Даз в 1884 г. 
нашел 200, Рихтер — 500, Шенкс — 707 знаков). Для ма- 
тематики их работа уже не имела никакого значения. 

Первый существенный шаг вперед совершил в 1767 г. 
Ламберт, предприняв полытку доказать иррациональ- 
ность числа л, в которой были убеждены математики 
XVIII в. Дальнейшие исследования исходили из фор- 
мулы Эйлера 

een —]. 


Буква е в этой формуле означает сумму ряда 


| | | 
σπιτι 1.2.3 Рт2.34... 
... ==2,718281828459045 ... 


— неперово число, названное так в честь изобретателя 
логарифмов барона Непера (1614 г.). Число {Е означает 


У— |. В отличие от действительных чисел эту величину 
(следуя Декарту) называют «мнимой». 

Формула Эйлера, устанавливая связь между числами 
лие, позволила в 1882 г. профессору Линдеману из 
Мюнхена доказать трансцендентность числа л. В своей 
работе Линдеман использовал результат Ш. Эрмита, 
установившего в 1873 г. трансцендентность числа е. Так, 
в конце прошлого века была отрицательно решена за- 
дача о квадратуре круга. 

Другой не менее знаменитой задачей в истории ма- 
тематики была задача о решении уравнений различных 
порядков. 

Мы уже говорили о том, что решения уравнений пер- 
вого порядка с одним неизвестным приводились в древ- 
нейшем математическом памятнике — папирусе Ахмеса.. 
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Диофант Во второй половине [V‘B. πο Η. 9. уже pena, 
уравнения второго порядка. Общий рецепт решения το. 
ких уравнений (без использования привычных нам бук. 
венных обозначений) разработал между 800 и 825 г. 
Мухаммед ибн Муса. Это была еще словесная алгебра, 
оперирующая громоздкими словесными описаниями ве. 
личин и производимых над ними действий. Уравнени, 
третьего порядка в присутствии императора Фридриха || 
предложил (в 1224 г.?) решить Леонардо Пизанском:: 
прозванному Фибоначчи, придворный философ Моанн yy 
Палермо. Итальянские математики XVI в. Сципионо 
дель Ферро, Иеронимо Кардан и Луиджи Феррари uz. 
шли общий метод решения уравнений третьего и четвег. 
того порядка, а спор о приоритете между Карданом 
Тартальей принадлежит к числу наиболее громких скак. 
далов в истории математики. 

Но лишь великое изобретение Виета, выпустившего 
в 1591 г. «Введение в аналитическое искусство», в кото. 
ром он вместо чисел пользовался буквами, и тем самым 
положившего начало современной алгебре, позволило 
сформулировать задачи теории ‘уравчений. Общее pe- 
шение уравнения второго порядка 


х--ах=Ь 
MOKHO записать, в: виде 
a’ а? 
rage V Gt s) 


Уравнение третьего порядка 
х3-- αχ Ξ- ὃ 





имеет рещение 
Απρ - и 
а b? αν а и b? аз 
r=V чу + + 5-V ча. 6 
а для того, чтобы решить уравнение четвертого порядка 
х + ах ο-- ὂκ, 


предварительно необходимо найти f из уравнения трет” 
его порядка 


(1 54+ @езамерь © 
эк) 


(подстановка {= и — (Ид —а) позволяет избавиться OT 
члена, содержащего t?), а.затем х из уравнения 


(ὁ -Ε Υο -- ={<2 У —a + 2) x? + ox + (P+ 24 Ve), 


нзвлекая квадратный корень из правой и левой частей 
извлечение квадратного корня из правой части воз- 
можно, если ¢ удовлетворяет уравнению (В)]. В резуль- 
sate мы получим для х довольно сложное выражение, 
но по своей структуре оно будет походить на формулы 
(А) и (Б). Так же как (А) и (В), оно будет состоять 
из конечного числа операций сложения и извлечения 
корней, производимых над коэффициентами а, 6, С ис- 
ходного уравнения и взятых с различными численными 
иножителями. Когда Чирнгаузен сообщил Лейбницу, 
yO найденный им метод позволяет решать и уравнения 
ятого порядка, Лейбниц в ответном письме выразил 
‘омнение в TOM, чтобы метод Чирнгаузена позволял ре- 
шать уравнения выше четвертого порядка. Через 150 лет 
молодой норвежский математик Нильс Генрик Абель 
доказал невозможность решения произвольных уравне- 
ний пятого и более высокого порядка с помощью ко- 
нечного числа четырех арифметических действий и опе- 
раций извлечения корня, производимых над коэффи- 
циентами уравнения. 

Доказательство Абеля было основано на новом ма- 
тематическом понятии — понятии группы. Предположим, 
то у нас имеется множество каких-то предметов 
a,b,c, ..., f, 6, на котором определены некоторые one- 
рации $, Г, И, ..., Ζ. Операция $ заменяет а на f, b — 
на с,..., 6 — на 4. Операция Т производит какую-то 
другую перестановку элементов множества, И — третью 
ит. д. Если операции $, Г, И, ..., Ζ обладают тем 
свойством, что, выполнив одну за другой любые две из 
Hux (например, $ и V или Ги), мы получим ту же 
перестановку предметов, которую производит какая-то 
дна из операций, определенных на нашем множестве, 


То операции 5, Г, И, ..., Z образуют групну. 
Возьмем, например, куб и обозначим его грани а, 6, 
θά, ο, |. В качестве операций $, Т, У, ... выберем по: 


зороты на 0, 90, 180 и 270° вокруг осей, соединяющих 
чентры параллельных граней, и на 120 и 240° — вокруг 
больших днагоналфй куба., При каждом; таком: повороте 
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грани куба «меняются ролями». Бзяв модель куба, не. 
трудно убедиться в том, что какие бы два поворота мы 
ни совершили один за другим, результат всегда будет 
таким же, как если бы мы выполнили лишь один соот. 
ветствующим образом выбранный поворот. Следователь. 
но, множество граней куба с определенными на нем ΟΠᾳ. 
рациями — поворотами — образует группу. = 

Возникает вопрос: как изучение групп связано с ре. 
шением уравнений? Рассмотрим, например, уравнение 
второго порядка 


κ Κακό (= 4+ 4 oe}, 


Пусть x; и χο-- его корни. Выбирая перед выражением 


Е Уа?/4А + b знак плюс, мы получаем χι, выбирая знак 
минус, Χο. (Аналогично обстоит дело и с уравнениями 
более высокого порядка.) Следовательно, перемена 
знака служит в данном случае той операцией, которая 
переставляет корни уравнения Χι и χο так же, как по- 
вороты куба переставляли его грани. При изучении 
перестановок пяти величин Ху, Χο, Хз, X4, Х5 ДОВОЛЬНО 
быстро выясняется, что изменение знаков различных 
радикалов не приводит к нужным перестановкам кор- 
ней. Знаменитый математик Феликс Клейн открыл и 
исследовал подобие между группой перестановок кор- 
ней уравнения пятого порядка и группой поворотов ико- 
саэдра (правильного двенаднцатигранника). Разумеется, 
решение уравнений составляет лишь один из многочис- 
ленных разделов алгебры, которая в свою очередь 
является лишь одним из многих разделов математики. 

Геория вероятностей возникла из задач, которые ста- 
вили перед математиками любители азартных игр. 
Ее создатели Ферма, Паскаль, Гюйгенс и Бернулли за- 
нимались вопросом о том, как следует разделить сде- 
ланные игроками ставки, если игра по той или иной 
причине не закончена и если игрок А набрал т, а игрок 
В —п очков. Предположим, например, что два шахма- 
тиста одинаковой силы играют на приз в 100 франков, 
который получает тот, кто первым наберет 3 очка. 
(Партии, закончившиеся вничью, при подсчете очков 
во внимание не принимаются.) Когда A набрал. 2 очка, 
а В— 1 очко, .между участниками турнира возникло 
недоразумение; и дальнейшие встречи не состоялись. 
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Как следует разделить между ними 100 франков? Оче- 
‘зидно, в том же отношении, в каком находятся набран- 
‘ные шахматистами.очки. Такого мнения придерживался 
еще Лука Пачиоли (1494 г.). „Поскольку А набрал 
0 очка а В— одно очко, то А должен получить 
66,66 Франка, а В — 33,33 франка. Кардан (1501— 
1576) возразил, обратив внимание Ha TO, что метод Па- 
чиоли не учитывает число очков, которое должен на- 
брать победитель (в нашем случае 3 очка), но CaM дал 
неправильное решение. Тарталья (1556 г.) считал, что 
не существует правила, которое позволило бы справед- 
ливо разделить приз между двумя игроками, и лишь 
Ферма (около 1654 г.) рассуждал следующим образом. 
Обозначим игры а, 6 (в зависимости от того, кто из 
игроков, А или В, выигрывает). Заранее можно сказать, 
что две следующие игры (отмененные из-за возникших 
разногласий) должны выявить победителя. Возможен 
лишь один из четырех исходов этих двух игр: 


аа, ab, ba, bb. 


Лишь в одном из них (00) игрок В набирает 3 очка 
раньше, чем игрок А. Следовательно, y игрока В на 
выигрыш имеется один шанс из трех, и игрок А должен 
получить 75 франков, а игрок В — 25 франков. Блез 
Паскаль работал над задачей о разделе ставки одно- 
временно с Ферма. ΦΤΥ задачу поставил Паскалю нгрок 
де Мере, но современники не могли понять п по досто- 
инству оценить метод .Паскаля. Однако именно метод 
Паскаля положили в основу своих работ Хр, Гюйгенс 
(1724 г.) и И. Бернулли (1713 г.). Их работы по праву 
считаются первыми научными работами по теории ве- 
роятностей. + 
А. Муавр (1710 г.) предположил, что силы игроков 
А и В неравны и что они относятся между собой, как 
p:q. Эту задачу также удалось решить методом Пас- 
‘екаля, то есть методом полной математической индук- 
ции, о котором пойдет речь в ТУ разделе. 
„ В последней четверти XIX в. гениальный математик 
Георг Кантор из Галле один создал новый раздел ма- 
тематики — теорию множеств. Она не только проникла 
ВО все другие математические днсциплины, но и была 
признана краеугольным ‘камнем зсей, математики; @вя- 
чующимоввеном между” логикой и математикой. `Многие 
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и сеичас усматривают в теории MHOMCCTR универсаль. 
ную, не сводимую к более простой и, следовательно, 
охватывающую классическую логику, схему всякой де. 
дуктивной теории. 

Теория множеств — это наука о множествах самой 
произвольной природы. Множество — это то же, что 
совокупность, набор,. класс, состоящий пз отдельных 
элементов. Множество считается определенным, ссли 
мы располагаем (хотя бы теоретически) способом рас- 
познавать, является ли любой указанный нам предмет 
элементом нашего множества илн нет. Например, Muo. 
жество натуральных чисел, множество всех прямых на 
плоскости или в пространстве или множество вороных 
коней определены однозначно. (Однозначно определено 
и пустое множество, не содержащее ни одного эле. 
мента.) Помимо отношения принадлежности (элемент а 
принадлежит множеству А), важную роль играет отно- 
шение соответствия. 

Предположим, что между двумя множествами можно 
установить так называемое взаимно однозначное соот- 
ветствие, то есть сделать так, чтобы каждому элементу 
одного множества соответствовал один И Только один 
элемент другого множества и каждому элементу дру- 
гого множества соответствовал один и только один эле: 
мент первого множества. В этом случае говорят, что 
оба множества ‘Имеют одинаковую мощность (равно- 
мощны). Взаимно однозначное соответствие можно 
представить себе как набор ниток, связывающих в пары 
по одному. элементу одного и по одному элементу дру- 
гого множества. Например, между множеством трех 
‘коней и ‘множеством трех всадников можно установить 
взаимно однозначное соответствие, но его нельзя уста: 
ΗΟΒΗΤΡ между множеством трех коней и множеством 
четырех людей. 

Мы видим, что все множества, состоящие из трех 
элементов, имеют одинаковую мощность, которую симво- 
лически даже можно обозначить «3» (тройка в данном 
случае выступает в роли не обычного, а так называемого 
кардинального числа, характеризующего мощность мно’ 
жества). Множество всех четных натуральных чисел # 
множество всех натуральных чисел имеют одинаковую 
мощность, что нётрудно понять, поставив в соответствий! 
каждому натуральному числу ή четное число Qn. Еще 
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Кантор доказал, что множе- 


сво всех точек отрезка А oN. 

имеет такую же мощность, / А 

как и множество любого Ах 

другого (в том числе и бо- г πλ κα. 

лее длинного) отрезка В. / Ах 

Идея доказательства ясна д“ 

из рис. 5, где штриховыми πο πι \ 
ливнями показаны «нитки» | a κ 
соответствия. Мы видим, что | 4 a ce κ 


часть не обязательно мень- Loy Ns. 
ше целого: множество точек 

отрезка А, составляющего Рис. 5. 

\ишь часть отрезка В, имеет 

ем не менее одинаковую с ним мощность. Ясно, что 
‹акое возможно лишь в множествах, содержащих бес- 
конечно много элементов, — бесконечных множествах. 
Кантор доказал также, что мощность множества, со- 
стоящего из всех точек отрезка, не равна мощности 
множества натуральных чисел. Поскольку множества 
той же мощности, что и множество натуральных чисел, 
называются счетными, то Кантор доказал, что множе- 
ство точек отрезка несчетное. Мощность этого множе- 
ства получила специальное название «мощности конти- 
нуума». 

Первой необычайно трудной задачей, с которой 
столкнулась теория множеств, была проблема трихо- 
ΤΟΜΗΗ. 

Мощность множества, как мы видели, есть не что 
иное, как обобщение кардинального числа. Если у нас 
имеются два натуральных числа, то они всегда либо 
равны, либо одно из них больше другого. Можно ли 
10 же самое сказать о мощности множеств? Следуя 
определению, предложенному Кантором, мы скажем, 
что мощность множества А больше мощности множе- 
ства В, если А содержит подмножество (то есть часть 
Всего множества) A’, равномощное множеству В, и в то 
Же время В не содержит ни одного подмножества В’, 
равномощного множеству А. При таком определении 
заранее не ясно, всегда ли одно из множеств неравной 
мощности будет обладать большей мощностью, чем дру- 
Ue. Может оказаться, что и в A есть подмножество 
Мощности, равной мощности множества В ив В есть 
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подмножество  мошщпость вогпоршо равпа MOUOLAROCTY 
множества А. В этом случае мы могли бы восполь- 
зоваться теоремой, доказанной Ф. Бернштейном на 
семинаре Кантора, о том, что мощности обонх множеств 
равны. Но как быть, если в А нет подмножества мощ- 
ности, равной мощности множества В, а в В нет под- 
множества мощности, равной мощности множества 4? 
Эта проблема долго оставалась нерешенной — до тех 
пор, пока Э. Цермело не доказал свою знаменитую тео- 
рему о том, что «любое множество можно поставить во 
взаимно однозначное соответствие с вполне упорядочен- 
ным множеством», из которой уже совсем нетрудно вы- 
вести трихотомию. 

Упорядочение множества означает, что каждый его 
элемент ставится на определенную ступень иерархиче- 
ской лестницы, ему как бы присваивают «ранг», при 
этом одИн из двух элементов множества всегда должен. 
быть «младше», а другой «старше» и элемент, который 
старше «старшего» (как и в служебной иерархии), дол- 
жен быть старше «младнгего». Множество называется 
вполне упорядоченным, если в каждом его подмноже- 
стве существует «самый младший» элемент. Поясним 
это определение на примере. 

- Возьмем континуум, TO есть какой-нибудь отрезок, 
например отрезок {0, 1]. Упорядочить множество его то- 
чек нетрудно. Будем считать ту из. двух точек, которая 
лежит правее, старшей, а ту, которая лежит левее, — 
младшей. Однако при таком упорядочении наш отрезок 
нельзя считать вполне упорядоченным множеством. Дей- 
ствительно, рассмотрим подмножество С, которое полу- 
чится, если мы выколем из нашего отрезка его левый 
конец. В подмножестве С уже не будет самой младшей 
точки. Зато множество натуральных чисел, упорядочен- 
ное так, что старшим считается то из двух чисел, кото- 
рое больше, — вполне упорядоченное. Действительно, 
если мы вычеркнем из множества всех натуральных чи- 
сел, например, числа 1, 2, 3, 4, 5, то в оставшемся под- 
множестве 6 будет самым младшим элементом. 

Мы видим, сколь неожиданной была теорема Цер- 
мело о том, что «любое множество можно поставить во 
взаимно однозначное соответствие с вполне упорядочен- 
‘Rif множеством». В математическом мире бна вызвала 
не меньшую сенсацию, чем теория Эйнштейна y физи- 


256 








ков, с той лишь разницей, что теорема Цермело столк- 
нулась с весьма сильной оппозицией. Французские ма- 
тематики Пуанкаре, Лебег, Борель не признали ее на 
том основании, что Цермело при доказательстве своей 
теоремы использовал специальную аксиому, им же са- 
мим введенную в теорию множеств и названную поэтому 
сксиомой выбора Цермело. Аксиома выбора формули- 
руется так: «Если @ — любое семейство непустых Πο: 
парно не пересекающихся множеств А, В, C,..., то су- 
шествует множество Г, содержащее по одному и только 
по ‘одному элементу из А, В, С,...» Французские мате- 
матики усомнились в законности введения этой аксиомы. 
Они обратили внимание на то, что при построении мно- 
жества Г в некоторых случаях необходимо производить 
выбор, то есть решать, какой из элементов множества 
А, В, С, ... следует включить в Г. Если {9 содержит бес- 
конечно много множеств и в этих множествах ни один 
элемент не выделен, то для составления Г необходимо 
произвести бесконечно много актов выбора. 

Автор этой книги придерживается иного мнения. 
Аксиома выбора Цермело не имеет ничего общего с по- 
строением множества Г. Если мы могли построить мно- 
жество Г, то никакой аксиомы нам бы He 'потребова- 
лось. Это утверждение само по себе следует считать 
«аксиомой существования» — такой же, как и многочис- 
ленные другие аксиомы теории множеств, а ее очевид- 
ность ничуть не меньше очевидности столь милой сердцу 
противников Цермело аксиомы индукции. Аксиома Цер- 
мело ни разу еще не приводила к противоречию, и (как 
показал Серпинский) даже те, кто не приемлет аксиомы 
Цермело, нередко, сами того не ведая, пользуются ею. 

Позицию противников Цермело можно было бы счи- 
тать обоснованной, если бы удалось полностью (то есть 
так, чтобы в нее входили и фундаментальные открытия 
Бореля и Лебега*) построить систему математики, 
обходящуюся без аксиомы Цермело. Создание такой 
системы — задача небычайно трудная, поскольку (если 
не считать «Оснований математики» Расселла и Уайт- 
хеда} даже арифметику не удается формализовать 








ь Открытия ‘французских математиков относятся к так называемой 
теории ‘меры Мера в теории множеств — это обобщение понятия 
Алины и площади. 
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столь полно, чтобы можно было судить, какие аксиомы 
в ней использованы, а какие «оставлены без внимания». 
Аксиому Цермело следовало бы считать великим и по- 
лезным научным открытием, даже если бы нам уда- 
лось, не прибегая к ней, построить всеобъемлющую си- 
стему математики, ибо поиск новых «очевидных» аксиом 
всегда останется одним из главнейших побудительных 
мотивов в развитии математики. 

Уже упоминавшийся четырехтомный труд Расселла и 
Уайтхеда «Основания математики» (так и оставшийся 
неоконченным) — наиболее яркий пример последова- 
тельного развития древа математики от корней до его 
густой кроны. Расселл и Уайтхед предприняли героиче- 
скую попытку построить гранднозную систему матема- 
тики от аксиом логики и теории множеств до арифме- 
тики, геометрии и элементарной механики. В своем 
труде они используют в основном символический метод, 
то есть выражают специальными значками не только 
числа и математические отношения, но и такие логиче- 
ские термнны, как «все», «каждый», «НИ ΟΠΗΗ», «и», 
«либо, либо», «из Р следует Q» ит. д. 

Труд Расселла и Уайтхеда, пожалуй, можно было 
бы упрекнуть в чрезмерной сложности, отпугивающей 
читателя, если бы его авторы, помимо уже названной 
цели — проележивания развития математики от исход- 
ных аксиом до довольно сложных теорем, — не пресле- 
довали еще одну цель: не стремились избавить матема- 
тику от парадоксов, известных еще в древности, но 
с удвоенной силой проявившихся в современной теории 
множеств. Из таких парадоксов назовем, например, па- 
радокс лжеца или парадокс Расселла, который форму- 
лируется следующим образом. Пусть К — класс таких 
и только таких множеств 2, которые не являются своими 
собственными элементами. (Такие множества сущест- 
вуют. Например, множество, состоящее из трех яблок, 
не содержит самое себя в качестве своего элемента.) 
Возникает вопрос: является ли множество К своим соб- 
ственным элементом или нет? Если бы множество К 
содержало себя в качестве элемента, то оно было бы 
множеством 2, а множества 2 — это, по определению, 
такие множества, которые являются элементами самих 
себя. В то же время есяи бы К не содержало себя в 
качестве одного из своих ‘элементов, то оно было бы 
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множеством ὅ и, следовательно, должно было бы содер- 
жать себя. Таким образом, какое бы допущение мы ни 
приняли —и о TOM, что К’является элементом самого 
себя, и о том, что К не входит в состав самого себя, — 
CHO приводит к противоречию. Чтобы исключить подоб- 
ные софизмы, Расселл предложил так называемую тео- 
рию логических типов. Эта теория действительно позво- 
лила избавиться от парадоксов, но очень усложнила 
основания математики: такие выражения, как «каж- 
дый», «все числа» и т. д., у Расселла неоднозначны. 
Однако, насколько можно судить, такого рода усложне- 
ния неизбежны. 

Говоря о заслугах Г. Кантора, нельзя не упомянуть 
о том, что именно он ввел ординальные числа. Так же 
как кардинальные числа (мощности) характеризуют 
«населенность» множества элементами, ординальные 
числа позволяют судить о порядковом типе вполне упо- 
рядоченного множества. Например, упорядоченному 
произвольным способом множеству чисел |, 2, 3, ..., п 
соответствует ординальное число п, множеству всех 
натуральных чисел 1, 2, 3, 4,...,. упорядоченных по ве- 
личине, — ординальное число в, пополненному множе- 
ству всех натуральных чисел l, 2, 3, 4,.., о — орди- 
нальное число ®& +1. В последнем множестве в отличие 
от множества натуральных чисел, где нет наибольшего 
числа, имеется «самый старший» элемент о. 

Г. Кантору принадлежит постановка еще одной слож- 
ной проблемы теории множеств. Как известно, мощность 
континуума (отрезка) больше мощности множества на- 
туральных чисел. Возникает вопрос: существует ли мно- 
жество промежуточной мощности, которая меньше мощ- 
ности континуума, но больше мощности множества «Η8- 
туральных чисел? Проблема эта, относящаяся к столь 
простым (лишь на первый взгляд) и фундаметальным 
понятиям, долгое время не поддавалась решению *. 





* Эту проблему Г. Кантора (известную под названием KOATU- 
нуум-гипотезы) решил в 1963—1964 гг. американский математик 
Пол Дж. Коэн. Он доказал, что континуум-гипотеза (и аксиома 
Выбора Цермело) не зависит от остальных аксиом теории множеств. 
Иначе говоря, и сама аксиома, и ее отрицание не противоречат 
остальным aKCHOMaM теории множеств. На Международном конгрес- 
се математикав, состоявшемся в 1966 г; в Москве, [lon Дж. Koau 
был удостоен медали Филдса. Русский перевод работ П. Дж. Коэна 
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геометрия также не стояла на месте и со времен 
Евклида ушла далеко вперед. Вспомним аналитическую 
теометрию Декарта, о которой мы уже говорили. Она 
позволила применить к геометрии методы алгебры (ал- 
тгебраическая геометрия} и дифференциального нсчисле- 
ния (дифференциальная геометрия). Из многочислен- 
ных «вторжений» в геометрию теории множеств упомя- 
нем лишь о выдающемся открытии — создании в XIX в. 
неевклидовой геометрии. Честь открытия неевклидовой 
геометрии принадлежит русскому математику Лобачев- 
скому, немецкому математику Гауссу и венгерскому ма- 
тематику Бойян. 

Знаменитый ΧΙ постулат из «Элементов» Евклида 
утверждает, что через точку, лежащую вне прямой, 
можно провести одну и только одну прямую, парал- 
лельную данной прямой. При этом параллельные пря- 
мые в «Элементах» определялись как прямые, не имею- 
шие общих точек (непересекающиеся). Тысячи матема- 
тиков пытались трактовать XI постулат как теорему п 
доказывать ее, исходя из остальных аксиом геометрии 
Евклида, но все «доказательства» неизменно оказыва- 
лись ошибочными. Лишь Гаусс, Лобачевский и Бойяи 
избрали другой путь, решив доказать, что ХГ постулат 
Евклида не зависит от остальных аксиом, изложенных 
в «Элементах», и что, отказавшись от него (заменив его 
отрицанием}, мы получим иную, непротиворечивую гео- 
метрию — так называемую неевклидову геометрию. 

_ Чтобы лучше разобраться в основной идее создате- 
лей неевклидовой геометрии, воспользуемся методом 
«словаря», предложенным Пуанкаре. Представим себе, 
что какой-то человек понимает некоторые термины гео- 
метрии иначе, чем люди, воспитанные на «Элементах» 
Евклида, но, слыша слово «точка», вкладывает в него 
тот же смысл, что и последователь Евклида. При слове 
«прямая» в воображении нашего оригинала возникает 
представление о TOM, что «евклидовец» назвал бы полу- 
окружностью, ортогональной данной прямой α (то есть 
пересекающей прямую α под прямым углом). Пусть все 





см. в сб «Математика», 8, № 5 (1965) Русский перевод, лёкций 
Н Дж. Коэна «Теория множеств и континуум-гипотеза», Ирочитан: 
ых весной 1965 № в Гарвардском универейтее, вышел в 1969: г. 
в издательетве «Мирж.—чЁрим: перев» 
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Рис. 6. 


остальные термины наш «неевклидовец» понимает так 
же, как и последователи Евклида, но выражение вся 
плоскость пусть означает для него лишь то, что евклн- 
довец назвал бы верхней полуплоскостью, расположен- 
ной над прямой a. Неевклидовец легко договорится 
с евклидовцем о смысле всех аксиом геометрии, кроме 
XI постулата, и поверит в их правильность. Разногла- 
сия между евклидовцем и неевклидовцем возникнут 
лишь по поводу ХТ постулата. Неевклидовец не только 
не поверит в правильность этого постулата, но и, упор- 
ствуя в своем «неверии», начертит (рис. ϐ) две различ- 
ные «прямые» у и 6, параллельные одной и той же 
«прямой» В и проходящие через точку А. Если евклидо- 
вец возразит, что фигуры неевклидовца начерчены не- 
правильно, и нарисует другие, то неевклидовец ответит 
ему тем же. Если же евклидовец захочет логически, без 
помощи чертежей вывести ΧΙ постулат из остальных 
аксиом, то неевклидовец довольно легко (при помощи 
своих фигур) обнаружит в его. рассуждениях ошибку, 
ибо будь ΧΙ постулат логическим следствием остальных 
аксиом геометрии, он должен был бы выполняться и для 
искривленных неевклидовых «прямых», для которых 
справедливы все эти аксиомы. 

`Мы видим, что в математике постулат или аксиома 
не имеют того значения, какое им приписывают в обыч- 
ной речи. И постулат, и аксиома — истины, отнюдь не 
очевидные. Эти истины истинны лишь в той мере, в ка- 
кой удается доказать следующие из них теоремы. Если 
бы постулат параллельных был доказан (то есть сле- 
довал из других постулатов или аксиом), то его нельзя 
было бы отбросить. Отбрасывать и вводить можно - 
только аксиомы и постулаты, но отнюдь не теоремы, 
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хотя основные исследования неевклидовой геомет- 
рии, проведенные Клейном, Кэли и Гильбертом, ныне 
давно уже закончены и результаты их широко известны 
в математическом мире, в нематематических кругах 
о неевклидовой геометрии все еще можно слышать со- 
вершенно превратные мнения. С одним из таких ошибоч- 
ных утверждений, а именно с утверждением о том, что 
якобы в неевклидовой геометрии параллельные опреде- 
ляются иначе, чем в евклидовой, мне даже приходилось 
встречаться в книгах. Это утверждение неверно, по- 
скольку обе геометрии — и евклидова, и неевклидова — 
определяют параллельные как прямые, не имеющие в 
конечной части плоскости точек пересечения (следует 
добавить, что при строгом изложении обеих геометрий 
вообще отпадает необходимость говорить о бесконечно 
удаленных точках). Нередко можно слышать и другое 
ошибочное утверждение о том, что якобы интуиция pe- 
шила выбор в пользу евклидовой геометрин. Формули- 
руют его абычно так: «Каждому ясно, что через точку, 
лежащую вне прямой, можно провести лишь одну иря- 
мую, параллельную данной, если только прямая не 
искривлена. Но если прямая искривлена, то какая же 
это прямая?» Это утверждение также неверно, ибо до- 
статочно представить себе точку, расположенную на 
очень болышом расстоянии от данной прямой, и две 
почти сливающиеся параллельные, которые проходят 
через эту точку, как наша пространственная интуиция 
умолкнет и не сможет ничего нам подсказать. Если и 
в наше время находятся люди, «не приемлющие» неев- 
клидову геометрию, то стоит ли удивляться осторожно- 
сти Гаусса, который в 1829 г. писал, что вряд ли опуб- 
ликует при жизни результат своих исследований по 
неевклидовой геометрии, ибо опасается «криков бео- 
тийцев». 

Физики обнаружили, что неевклидова геометрия 
имеет самое непосредственное отношение к теории, отно- 
сительности, однако этот вопрос выходит за границы 
обсуждаемых нами проблем, и мы отсылаем читателя 
к популярной брошюре А. Эйнштейна «Геометрия Η 
опыт» *. 


οι ee ee Bens ae en 


* Русский перевод см. в издании: А. Эйнщтейн, Собрание say 
ных трудов, 2, етр. 83—84, М... изд-во «Назка», 1966. — Πρι η. ‚перев. 
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К области геометрии относится еще один часто 38- 
даваемый вопрос: что такое четырехмерное простран- 
ство? 

Необходимость во введении четырхмерного простран- 
ства возникает следующим образом. Между формулами 
аналитической геометрии на плоскости и в простран- 
стве имеется полная аналогия. Например, уравнение 
окружности имеет вид 


e+ y=, 
а уравнение сферы 


1’ --- и? -| 2 =1, 


Если мы захотим продолжить эту аналогию и найишем 
уравнение 
ху =? 4 и’= 1, 


то нам не удастся построить из бумаги или гипса мо- 
дель объекта, который удовлетворяет уравнению, но 
ничто не мешает нам назвать это уравнение уравнением 
истырехмерной сферы. Такое название не только указы- 
вает, что в уравнение входят четыре неизвестных, но и 
говорит о структуре уравнения (уравнение сферы озна- 
чает, что наше четырехмерное уравнение устроено ана- 
логично уравнению трехмерной сферы). Разумеется, от 
одного лишь названия, даже отражающего структуру 
уравнения, пользы было бы мало, если бы понятие 
четырехмерной сферы не приносило других выгод: основ- 
ные геометрические свойства трехмерной сферы перено- 
сятся (с соответствующими изменениями и при надле- 
жащем истолковании) на четырехмерную сферу. Напри- 
мер, двумерная плоскость пересекается с трехмерной 
сферой по окружности. Аналогично трехмерная гипер- 
плоскость (то есть трехмерная «плоскость» в четырех- 
мерном пространстве) пересекается с четырехмерной 
сферой по трехмерной окружности. 

Ясно, что, говоря о «трехмерной гиперплоскости», 
«пересечении гиперплоскости с четырехмерной сферой» 
и т. д., необходимо представлять себе не привычные 
‘нам наглядные геометрические образы, а соответствую- 
tite уравнения H их решения — так же как мы рекомен- 
довали ноступать в разделе 1, говоря ο двоякой интер- 
Претации аналитичебкой геометрии, ‘Torza- геометрия 
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четырехмерного пространства становится удобным сред- 
ством формулировки и доказательства различных ут- 
верждений относительно уравнений с четырьмя неизве- 
СТНЫМИ. 

Применение математики к физике — дело не. новое, 
Даже не возвращаясь к Архимеду и его сочинениям 
«О равновесии плоских фигур и центрах тяжести» и 
«О погруженных в воду и плавающих телах» *, доста- 
точно поверхностного знакомства с историей астроно- 
мни, механики и физики начиная с XVI в., чтобы по- 
нять, К каким глубоким изменениям в этих науках при- 
вело развитие математики. 

В механике математические формулировки законов 
Галилея, Кеплера, Ньютона и Даламбера постепенно 
уступили место строгой дедуктивной теории, названной 
Лагранжем (1736—1812) аналитической механикой. 
Пользуясь методами новой науки, гений Гаусса и Лап- 
ласа сумел извлечь из гипотез Ньютона далеко идущие 
следствия, относящиеся к TAK называемой небесной ме- 
XaHHKe, то есть части механики, занимающейся изуче- 
нием фигур небесных тел и их движений. Небесная 
механика не только учит вычислять массы светил по 
движению спутников, не только показывает, как по дви- 
жению Луны оценить степень сжатия Земли вдоль на- 
правления ее оси, и не только предсказывает время 
появления комет. Пользуясь методами небесной меха- 
ники, Леверрье в 1845—1846 гг. по возмущениям в двни- 
жении Урана (то есть по отклонениям наблюдаемых 
положений Урана от предсказываемых) сумел «на кон- 
чике пера» открыть существование новой планеты (Неп- 
туна), лишь позднее обнаруженной в указанном участке 
неба при наблюдении в телескоп. 

Исследуя колебания маятника, Гюйгенс (1656 г) 
сконструировал маятниковые часы и заложил основы 
научного” измерения времени, не связанного с наблюде- 
нием небесных светил. В руках геодезистов тот же маят- 
ник стал ценным прибором, позволяющим изучать силу 





* Именно во втором сочинении сформулирован знаменитый закон 
Архимеда, с помощью которого, как гласит легенда, великий ученый 
определил, сколько золота и серебра израсходовал ювелир правн- 
теля Сиракуз Герона на изготовление короны для’ своего повели- 
теля Русский перевод сочинений Архимеда см в книге. Архимед, 
Сочннения, М., Физматгиз, 1962 
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земного притяжения. Французские ученые во времена 
Великой революции произвели с помощью маятника 
измерения силы тяжести в Перу и в Лапландии. Резуль- 
таты их измерений показали, что предсказания матема- 
тика Клеро, который теоретически рассчитал фигуру 
Земли, согласуются с действительностью. Другой уче- 
ный, математик и физик Фуко, с помощью маятника 
доказал суточное вращение Земли. Мы могли бы при- 
вести сотни других примеров. Ирин создании волновой 
теорни света теоретическая (математическая) мысль 
также опередила эксперимент и подсказала, как следует 
провести опыт, чтобы эффект, открытый на бумаге, 
стал доступным наблюдению. 

Во второй половине XIX в. умами всех ученых 6e3- 
раздельно завладела электромагнитная теория. Основы 
ее заложили своими трудами физик Фарадей и ма- 
тематик Ампер, но стремительное развитие теории нача- 
лось лишь после того, как великий английский ученый 
Дж. К. Максвелл (1831—1879) вывел свою знаменитую 
‘систему дифференциальных уравнений, охватывающих 
все богатство и разнообразие электромагнитных про- 
пессов. Исходя из уравнений Максвелла, Герц теорети- 
чески пришел к заключению о существовании электро- 
магнитных волн, использованных впоследствии в радио- 
технике. Немало примеров того, к каким выдающимся 
результатам приводит математический метод в приклад- 
ных науках, можно было бы привести из области гидро- 
динамики и столь важной для инженеров теории упру- 
гости. А. Эйнштейн теоретически вычислил движение 
перигелия Меркурия, то есть медленное вращение эл- 
липса, по которому движется эта планета. 

Итак, что же такое прикладная математика? К при- 
кладной математике принято относить разделы матема- 
тики, которые находят применение там, где математика 
нграет в теории более важную роль, чем опыт и наблю- 
дения, но все же роль эта недостаточна, чтобы их можно 
было назвать чисто математическими. 

В настоящее время математика становится столь 
важным и непременным средством научных исследова- 
ний в астрономии, физике и химии, в медицине и экспе- 
риментальной психологии, в биологических и обществен- 
Ных науках, в целом ряде прикладных отраслей знания, 
например, в геодезии, судовожденин; строительстве; 
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электротехннке, машиностроении, статистике и Ι«ΟΡΗῃ 
страхования, что приносимая ею польза слишком оче. 
видна, чтобы ее было необходимо как-то обосновы- 
вать. 

Во всех общеобразовательных средних школах всего 
цивилизованного мира математика считается обязатель.- 
ным предметом. Ее изучают в профессионально-техни- 
ческих и торговых училищах. Высшую математику προ. 
подают в инженерных ‘и политехнических HHCTHTYTax, 
университетах, в высших сельскохозяйственных и воен- 
ных учебных заведениях. 

В Академиях наук и научных обществах математика 
обычно имеет своих особых представителей. В средних 
школах математика ип физика нередко бывают пред- 
ставлены в лице одного ‘учителя, ведущего оба пред- 
мета. В академиях положение иное: там даже разлнч- 
ные отделы математики имеют своих особых предста- 
вителей. 

Чтобы помочь читателю составить представление 
о темпе роста числа математических журналов, ‘упомя- 
нем, что в ХУИ в. существовало лишь одно периодиче- 
ское издание — основанный Дени де Сайо, месье де 
ля Кудре «Журнал ученых» — Journal des Scavants, 
В 20-х годах нашего Beka общее число математических 
журналов оценивалось примерно в 600. В наши дни 
одни лишь названия специальных пернодических изда- 
ний по математике могли бы заполнить толстенный 
ΤΟΜ. 

Особую группу составляют книги, монографии н 
учебники. Число книжных изданий столь значительно, 
что некоторые крупные издательства и издательские 
фирмы специализируются на выпуске исключительно 
математической литературы. 

Разумеется, судить о степени важности той или иной 
науки по количеству израсходованной бумаги — способ 
довольно поверхностный, но он тоже может служить 
достаточно убедительным аргументом, тем более что В 
математике даже необычайно важные работы иной pas 
умещаются всего лишь на нескольких страницах. 





μπας η Le SS 


„Но именно элементарными 
методами, столь необходимыми 
практику, во многих высших тех- 
нических учебных заведениях пре- 
небрегают. Там ace преподносит- 
ся ему на высоконаучной основе, 
там его учат так, что позднее он 
оказывается не в состоянии при- 
менить полученные познания на 
практике. 

Хольцмюллер 


HI. ПРАКТИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ 


Коммерческая арифметика. — Теория вероятностей. — Геометрия 
на практике. — Инженерное дело. — Статистика. 


С практическими приложениями математики — ком- 
мерческой арифметикой — мы встречаемся еще в Х в. 
Бухгалтерия в собственном смысле этого слова означает 
прикладную арифметику, занимающуюся изучением 
лишь двух действий: сложения и вычитания. Коммер- 
ческая арифметика не исчерпывается одной лишь бух- 
галтерией. К ней следует отнести также вычисление 
простых и сложных процентов, ренты, пропорции и TeO- 
ретические основы страхования. Сейчас нас будут инте- 
есовать не способы, которыми производятся вычисле- 
ния (их изучают в средней школе). Мы хотим пораз- 
мыслить над тем, каким образом абстрактную науку 
0 числах можно исподьзовать для удовлетворения прак- 
тических потребностей коммерции. Прежде всего возни- 
кает вопрос: как с помощью числа выразить стоимость 
какой-нибудь вещи? Размышляя над ним, мы приходим 
К задаче о том, как с помощью числа выразить стон- 
мость денежной суммы. Ответ известен: стоимость бу- 
Мажных денег определяется числом, напечатанным на 
бумажном банкноте, и по закону приравнивается к стон- 
мости определенной массы золота. Вопрос же о том, 
Kak численно выразить массу тел, давно решен элемен- 
тарной физикой. Таким образом, выразить числом стои- 
мость предмета можно и теоретически, и практически. 
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Бозникает вопрос и о том, можно ли применять в 
коммерческих расчетах некоторые фундаментальные 
утверждения, например, можно ли при сравнении сче- 
тов соотносить размеры взаимных претензий с массами 
золота, обеспечивающими сделку. Возможность такой 
проверки правильности расчетов не является математи- 
ческой теоремой, а основана на практической гипотезе 
о том, что стоимость массы золота для владельца не 
изменится, если золото от него сначала перейдет в чу- 
жие руки, а потом снова вернется к нему. На анало- 
гичных Гипотезах основана возможность использования 
отрицательных чисел при подсчете долгов. 

Можно задать и более «фундаментальный» вопрос: 
нужна ли вообще коммерческая арифметика? Ведь каж- 
дый без труда может привести примеры людей, весьма 
успешно отстаивающих свои финансовые интересы и со- 
вершенно невежественных в математике. На этот во- 
прос следует ответить, что таким людям обычно помо- 
гают не только счастливый случай, но и память, умение 
быстро ориентироваться в окружающей обстановке. 
Кроме того, при совершении особенно сложных сделок 
и эти люди прибегают к помощи тех, кто великолепно 
разбирается по крайней мере в арифметике. Таким об- 
разом, знакомство с математикой, пусть даже в весьма 
скромном объеме, как правило, неизбежно. Иное дело — 
сомнение в том, может ли коммерсант извлечь практи- 
тическую пользу из знакомства с высшей математикой. 
Люди, разбирающиеся и в математике, и в коммерции, 
отвечают на него отрицательно. Все же мы осмелимся 
высказать (хотя бы в форме предположения) сужде- 
ние о том, что математическое образование позволяет 
научить даже ранее не подготовленных людей мыслить 
абстрактно и точно, непредвзято оценивать обстановку, 
что само по себе представляет известную ценность для 
человека практического. 

Кроме того, существуют некоторые формы финансо- 
вых операций, которые невозможно ироизводить, не рас- 
полагая довольно широкими познаниями в математике. 
Например, солидное математическое образование необ- 
ходимо тем, кто занимается страхованием жизни. Стра- 
ховые общества назначают размеры страховой премии 
на основе вероятности смерти лица, желающего застра- 
ховать свою жизнь. Аналогичные расчеты производятся 
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при определении шанса па выигрыш в различных играх, 
в том числе и наиболее простых азартных играх: ру- 
летке, баккара, игре в кости, «чет-нечет» и т. д. 

Геория вероятностей опирается на понятие матема- 
тической вероятности. Существуют определенные кяассы 
событий, относительно которых из проведенных опытов 
известно, что одни из них равновероятны, другие обла- 
дают большей, а третьи — меньшей вероятностью. Тео- 
рия вероятностей учит, как, зная вероятность этих со- 
бытий, вычислять вероятность других, более сложных 
или более простых, событий. Цель теории вероятностей 
состоит в вычислении определенных чисел, называемых 
математическими вероятностями. Числа эти подобраны 
так, чтобы они всегда были неотрицательны, не пре- 
зосходили единицы и чтобы вероятность события С, со- 
стоящего в том, что происходит одно из двух взаимо- 
исключающих событий А или В, была равна сумме ве- 
‘оятностей события А и события В. Кроме того, вероят- 
‚ость достоверного (заведомо происходящего} события 
> должна быть равна 1. Отсюда следует, что вероят- 
ость невозможного события N равна 0. Действительно, 
юскольку событие С, состоящее в TOM, что происходит 
ибо событие М, либо событие Р, совпадает с собы- 
ем Р (поскольку событие: Р достоверно, а событие М 
евозможно} и поскольку события № и Р взаимоисклю- 
ающие (из-за невозможности №), то вероятность ком- 
инации событий «либо №, либо Р» совпадает с вероят- 
Юстью события Р. Обозначим вероятности событий М, 
2? и С малыми буквами п, ри ο. Тогда 


с=и-Ер, 

с =р, 
n+ p=p, 

Ἡ — 


Доказательство обратного утверждения — о том, что 
1вление, вероятность которого равна 0, невозможно, — 
1аталкивается на непресдолимые трудности. (Впрочем, 
тричина этих трудностей ясна, а само утверждение оши- 
2очно.) 

Иногда заранее можно сказать, что математические 
зероятности двух, событий, должны быть равными. Так 
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происходит в тех случаях, когда физические условия 
протекания обоих событий не позволяют выделить ни 
одно из них. Например, при бросании идеально одно- 
родной игральной кости вероятность выпадения грани а 
такая же, как и любой другой грани 8, если началь- 
ное положение кости, ее Macca п сообщенная ей при 
бросании скорость неизвестны. Возможность заранее 
предсказать, что те или нные событня равновероятны, 
особенно часто встречается в различных играх. Напри- 
мер, вероятность вытащить наугад из перетасованной 
колоды (в 52 карты) пикового туза равна вероятности 
вытащить любую другую карту. Поскольку какая-то 
карта заведомо будет вытащена, то вероятность этого 
события равна |. Вытащив карту а, мы исключаем со- 
бытия, состоящие в вытягивании из колоды карт В, ο, 4 
и т. д. Следовательно, вероятность вытащить какую-то 
карту равна сумме’ вероятности вытащить пикового 
туза, вероятности вытащить бубнового короля и т. д. 
Таким образом, 


1 
1=р-+р-- ... -- р=523р, откуда р= τοι 


На такого рода соображениях и основано примене- 
HHe теорни вероятностей к играм. 

Помимо правила сложения вероятностей существует 
еще правило умножения вероятностей *. Сформулируем 
это правило. Обозначим для краткости вероятность со- 
бытия А через п(Х). Чему равна вероятность собы- 
тия /, состоящего в том, что одновременно происхолят 
события Х’и 7? Ясно, что вероятность л(Г) есть функ- 
ция вероятностей л(Х)} и л(У), то есть как-то зависит 
ot π(Χ) ил(У). Предположим что л(Г) зависит только 
от вероятностей событий X и Y, составляющих событие 
[. Обозначим для еще большей краткости π(/), л(Х) #B 
л(У) через i, x, у, Тогда 


= f (x, 9). 


Если событие ТУ достоверно, то вероятность того, 470 

события Х и У происходят одновременно, такая же, как 
3 1 SE 

и вероятность события X, поскольку событие XY при M0: 


TT 


* Приводимое нами доказательство этог правила, не, является HE 
обходимым для понимания т. 


^ 
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стоверном J эквивалентно событию A. Следовательно, 
[= п (ХУ) = (Х) =х, 
у==л (У) =, 
x= F(x, 1). (1) 


`Если событйе У состоит в TOM, что наблюдается одно из 
двух взаимойсключающих событий U и V, то 


πα) =я (0) + л(У), 


ии фу. 


ИЛИ 


ШИ 


тогда событие /, или ХУ, состоит в том, что наблю- 
ется либо XU, либо XV, а поскольку события U и V 

имоисключающие, то события ХИ и ХУ также исклю- 
ют одно другое. Таким образом, 


(I) = (XU) + л(ХУ), 
i= f(x, у) = Ах, и) + Кх, 3). 


Шрскольку и=и- о, то 


ЕЛИ 


f(x, и + о) = Их, и) Га (2) 
ШЯконец, вспомним, что 
0<f, и <1. (3) 


Если мы фиксируем переменную х (положим ее рав- 
Чой а), To f(a, и} станет функцией p(y) одной перемен- 
πο у. Относительно @(y) известно, что при О<и<, 
θευςι, OS u+U<1 она обладает свойством (2), 
то есть удовлетворяет соотношению 


ф(и +) =$Ф(и) + g(r), 
ОФ (и) < 1. 


и (3): 


<pome того, 
ф (1) =а. 


“ледовательно, p(y)— так называемдя аддитивная огра- 
зиченная функция, принимающая при у = { значение 
0( 1) = а. В` теории функций доказывается, WYO Такая 
Зункция должна быть равна ay. 
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Итак, 


p(y) = ay, 
ИЛИ 
Ка, у) = ay. 
Но тогда 
f(x, y) = ху, 
откуда 


д (ХУ) =зл(Х)л (У) *. 


Доказанное нами правило умножения вероятностей 
можно сформулировать следующим образом: вероят- 
ность события, состоящего из двух независимых собы- 
тий, равна произведению вероятностей составляющих 
его событий. 

Теория вероятностей никогда не дает гарантии, что 
то или иное событие действительно происходит. Теория 
вероятностей, величественные контуры которой мы по- 
пытались бегло очертить в нескольких строках, учит, что 
вычисление вероятностей основано на приписывании тем 
или иным событиям чисел, позволяющих как-то охарак- 
теризовать взаимосвязь событий. Неоднократно пред- 
принимались попытки применить теорию вероятностей к 
построению беспроигрышной системы игры в азартные 
игры, например в рулетку. 

Что же говорит теория вероятностей относительно 
шансов на выигрыш в рулетку? 

При игре в рулетку шансы игрока на выигрыш (при 
постоянной ставке) одинаковы при любом запуске wa- 
рика и примерно на 3% меньше, чем шансы крупье, 
Шансы игрока не зависят от того, какая последователь- 
ность цветов (красного и черного) выпадала при преды- 
дущем запусках шарика, поскольку механизм рулетки 
остается одним и тем же. Какой бы системы ни придер- 
живался игрок, шансы его на выигрыш остаются одними 
и теми же, а преимущество неизменно сохраняется за 
крупье. Занисывать, в какой последовательности выпа- 
дают черный и красный цвет, совершенно бесполезно. 
Зато вероятность сорвать банк для игрока с неограни- 
ченным капиталом, располагающим неограниченно боль- 
шим запасом времени, близка к единице независимо от 
а ο -- ώς ee 
* Конец доказательства. 
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избранной игроком системы. Действительно, если в бан- 
ке находятся 100 млн. франков, ΤΟ играющему, поста- 
висшему на «черное» 10`’франков, достаточно выиграть 
10 млн. раз подряд, чтобы банк был сорван. Вероятность 
того, что шарик выпадет на «черное» | раз, состав- 
ляет 18/37. Вероятность того, что шарик выпадет на «чер- 
ное» 10 млн. раз подряд, равна (15/47) 10 000000. ]редполо- 
жи\, что мы хотим, чтобы шансы игрока сорвать банк 
были больше 99%. Добиться этого очень просто: доста- 
точно повторить игру (каждая игра — 10 млн. запусков 
арика) сколько раз, чтобы п. (18/31) 10 009000 >> | (η--- 
IO раз), илип>> (37/13) 10 900 000, Логарифмируя, находим 


og n > 10 000 000 log 2,06 > 107.0,31... -- 3 100000. 












Ким образом, п выражается числом, насчитывающим 
gee 3 млн. знаков! 

в ΙΡΗ другом способе игры время, необходимое для 
вгрыша, можно значительно сократить, увеличив 
esky. Если бы разрешалось делать ставки не по 10, а 
#100 млн. франков, то достаточно было бы шарику, 
ΒΗΗΡΗΜΕΡ, остановиться на «черном» всего лишь на де- 
СИРЬ раз больше, чем на «красном», как банк был бы 
сорван, причем вероятность выигрыша была бы выше 
99%. Поэтому ограничение ставок в корне меняет ха- 
рактер азартной игрыг. 

Теоретико-вероятнюстные соображения широко при- 
меняются в физике. Одним из примеров может служить 
кинстическая теория газов. Однако существуют и прак- 
тические приложения теории вероятностей, гораздо бо- 
лее важные, чем теория азартных игр, например теория 
страхования. Она тесно связана со статистикой. Назна- 
чать страховую премию можно лишь после статистиче- 
ской обработки данных о смертности населения данной 
области, города и т. т. Страхование от пожара гораздо 
Проще. Вероятность того, что данный дом в течение бли- 
жайшего года пострадает от пожара, вычисляют по от- 
кошению однотипных домов, сгоревших в течение года, 
* общему числу таких домов.. Полученное отношение 
YMHOKAIOT на стоимость страхования, учитывают рас- 
ходы на содержание администрации, риск и резервный 
ОНД и в результате получают размер годовой премии 
10 страхованию от шожара. При страховании жизни 


к. >) 
» 
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требуется значительно более сложный математический 
аппарат и знание не только элементарной, но и некото- 
рых разделов высшей математики. 

Где используется на практике геометрия? Прежде 
всего там, где требуется измерять расстояния на по- 
верхности Земли, площади отдельных участков поверх- 
ности и т. д. Многочисленные применения геометрии 
основаны на том, что при проведении прямой мы ис- 
пользуем прямолинейность распространения световых 
лучей. Геодезия занимается определением не только 
площади участков земной поверхности, но и высоты от- 
дельных точек над уровнем моря, расстояния между 
пунктами и т. д. 

Расстояние между точками земной поверхности на- 
ходят с помощью так называемой триангуляции. При- 
меняя очень точные мерные ленты, определяют лишь 
одно расстояние — длину базиса. Затем разбивают все 
пространство между теми точками, которые интересуют 
геодезистов, на треугольники и с помощью оптических 
приборов измеряют углы. По измеренным углам и длине 
базиса вычисляют стороны треугольников и отсюда на- 
ходят расстояние между точками земной поверхности. 
Высшая геодезия занимается определением фигуры 
Земли. Покрыв всю поверхность Земли сетью треуголь- 
ников с известными сторонами, можно судить о длине 
земной оси, сплюснутости Земли у полюсов и т. д. Же- 
лая проверить, равна ли сумма внутренних углов тре- 
угольника 180°, Гаусс произвел в окрестности Геттин- 
гена измерение углов очень большого треугольника 
(вершинами его служили вершины трех гор). В неев- 
клидовой геометрии сумма внутренних углов в треуголь- 
нике не может быть равной 180°. Предположим, что 
сумма внутренних углов в треугольнике Гаусса оказа- 
лась меньше 180°. Что это означало бы? Мы могли бы 
избрать два пути: Либо считать, чго свет распростра- 
няется по кривым, а евклидова геометрия соответствует 
геометрической оптике, либо, если бы оказалось, что 
предположение о свете, распространяющемся вдоль не- 
евклидовых прямых, приводит к наиболее простым вы- 
кладкам и формулам, без колебаний принять эту гипо- 
тезу и применять в геодезии неевклидову геометрию. 
Рассуждения о том, каким в действительности является 
пространство — евклидовым или неевклидовым, безре- 
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зульзатны, а практизеская точка зрения решает спор в 
лользу той гипотезы, которая приводит к более простым 
формулам. 

Применения математики в инженерном деле чрезвы- 
чайно разнообразны. Решение инженерных задач иногда 
требует весьма сложных математических средств. Ha- 
пример, теория упругости и гидродинамика в избытке 
применяют методы высшей математики. Однако, по об- 
щему мнению, знание высшей математики инженеру по- 
чти никогда не требуется, посколько существуют таб- 
лицы, в которых приведены все необходимые данные 
о прочности балок всевозможных поперечных сечений, 
изготовленных из всех применяемых на практике мате- 

налов. Другие таблицы позволяют, не производя ни- 
вких выкладок, найти диаметр водопроводных труб, 

еспечивающий требуемый расход воды, подобрать 
лщину электрических проводов и т. д. Создается впе- 
атление, что таблицы вообще избавляют инженера от 
всякой математической работы. Это мнение подтверж- 
дается тем, что многие инженеры, в том числе и те, кто 
добивается неплохих результатов и пользуется репута- 
цией знающего специалиста, в своей деятельности не 
прибегают к математике. 

Как устранить противоречие между реальной жиз- 
нью и официальной теорией о необходимости матема- 
тики? Проблема эта отнюдь не праздная, ибо, когда 
речь идет о составлении учебных программ в высших 
технических- учебных заведениях, «практики» и сторон- 
ники математики выступают с прямо противополож- 
ными предложениями. 
` Разумеется, инженеру, в обязанности которого вхо- 
дит следить за работой машины, рассчитаннои, начер- 
ченной, сконструированной, привезенной, смонтирован- 
ной, отлаженной и запущенной другими, математика не 
нужна. Но тем, кто конструировал и изобретал машину, 
без математики никак не обойтись. Аналогично обстоит 
дело и с таблицами. Тому, кто пользуется таблицей, 
не нужно быть великим математиком. Тому же, кто 
Составляет таблицу, необходимо иметь математическое 
Образование. Поэтому на десяток инженеров-практиков 
необходимо иметь одного инженера-математика, ибо без 
таких инженеров-теоретиков невозможно развитие про- 
мышленности, невозможен технический прогресс 
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Иногд приходится слышать следующий аргумент, 
выдвигаемый против применения математики в инженер 
ном деле! здания, возведенные по расчетам лучших ин, 
женеров, неоднократно рушились, в то время как дру. 
гие, построенные «на глазок», стояли долгие годы. Разве 
подобные катастрофы не свидетельствуют о том, что ма. 
тематику не следует применять на практике? 

Недоразумение здесь основано на том, что ΜΔΤΕΜΔ. 
тика никогда не приводит к категорическим утвержде. 
ниям типа «эта балка не выдержит нагрузки». Матема. 
тик всегда формулирует свое заключение иначе; «Если 
дубовая балка длиной 5 м нагружена посредине сосре. 
доточенным усилием в 470 KI, имеет в сечении форму 
круга диаметром 10 cM, а прочность материала на сжа. 
тие составляет 600 кГ/см?, то балка еще выдержит на- 
грузку». 

Заключение математика представляет собой услов- 
ное суждение. В предположении этого суждения среди 
прочего фигурирует и прочность материала на сжатие. 
Обычно его оценивают по характеру материала. Если 
в проведенных ста испытаниях прочность дубовых ба- 
лок на сжатие была не меньше 600 кГ/см?, то по непол- 
ной индукции отсюда заключают, что прочность дуба 
на сжатие всегда не меньше 600 кГ/см?. Именно в этом 
заключении, весьма характерном для всех естественных 
наук, и кроется та ненадежность, которая свойственна 
всем заключениям по неполной индукции. Дуб дуб\ 
рознь. На прочность дуба на сжатие влияют тысячи ме- 
лочей: направление волокон, время, когда срубили де- 
рево, влажность и т. д. Учесть их не в состоянии ни 
один инженер, поэтому инженеры и вводят «коэффициент 
незнания»: назначают размеры с запасом прочности, B 
10 раз превышающим значение, предсказанное чистой 
теорией. Но материал может оказаться в 20 раз менее 
прочным, и тогда балка ломается, но не потому, YT 
ненадежна математика. Виноваты скорее наши недоста- 
точно развитые органы чувств, не позволяющие нам 34 
глянуть внутрь дерева. 

Иногда инженеры выражают свое отрицательное OT" 
ношение к использованию математики потому, что в0 
многих учебных заведениях альфой и омегой математи“ 
ческого образования инженера считают дифференцналР” 
ное и интегральное исчисления. Упрощенные способ! 
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числений, численные методы решения уравнений, уме- 
е использовать графические методы для решения кон- 
етных задач, знание существующих таблиц и умение 
случае необходимости составлятБ новые и многое дру- 
— все это находится на положении пасынка. Ясно, 
3 инженер, который «выучил» интеграл Эйлера, но не 
еет решать кубическое уравнение, будет считать ма- 
иатику ненужным балластом. 
‘Некоторые сомнения в роли математики вызывают 
зного рода графические, механические и вообще Ma- 
нные методы вычисления. Диапазон вспомогательных 
"ройств, освобождающих человеческий мозг от утоми- 
AbHOH однообразной работы, необычайно широк: OT 
юстейшей таблицы умножения до самых сложных вы- 
слительных машин. Иногда высказывают мнение, 
Ἠτο в будущем вычислительные машины полностью 
иенят живых математиков: ведь выполняют же суще- 
Вующие ныне машины часть функций, которые раньше 
тематики выполняли сами. (Обычно сторонниками 
кого мнения бывают люди, на которых работа слож- 
ΙΧ и точных машин произвела неизгладимое впечат- 
ние.) В действительности дело обстоит иначе. He 
олько теперь, но и в будущем самые хитроумные ма- 
чины не заменят человека в его роли творца, созида- 
еля. Не заменят не только потому, что человек приду- 
ывает и конструирует все математические машины, 
о и потому, что возможности машины имеют свои 
стественные пределы, превзойти которые она не 
‘ожет. 
` Предположим, что некто хочет построить вычисли- 
ельную машину, состоящую из зубчатых колес, рычаж- 
ов и «других» подобных механических элементов и 
набженную печатающим устройством. Если вращать 
-Учку (как у старых арифмометров) и включить элек- 
оомотор, то машина начнет печатать на листе бумаги 


«ΗΦΡΕΙ десятичного разложения числа У2, то есть 
4142... По замыслу изобретателя, вычислением цифр, 
0 есть всей «умственной деятельностью», должна зани- 
‘аться машина, а обслуживающий ее персонал должен 
ледить лишь за тем, чтобы шестерни были вовремя 
`Мазаны, валик, который прокатывается по поверхности 
Ἠτερ, был смочен краской, и подкладывать свежую бу- 
"ary, когда старая кончится. 
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Задача, которую поставил себе наш изобретатель, 
неразрешима. Действительно, вычислительная машина, 
состоящая из зубчатых колес, рычагов и других меха- 
нических элементов, представляет собой устройство, 
каждая часть которого может находиться лишь в ко- 
нечном числе различных состояний. Отпечатав последо- 
вательно одну за другой несколько цифр десятичного 


разложения числа У 2, машина затем должна вернуться 
в то состояние, в котором она уже находилась до того, 
как напечатала, например, цифру р. Поскольку все ее 
части занимают те же положения, которые они зани- 
мали тогда, машине не остается ничего другого, как на- 
печатать цифру р. После того как цифра р будет отпе- 
чатана, машина перейдет в следующее состояние, а все 
ее части займут положение, которое они занимали и 
раньше после отпечатания цифры р. Если в прошлый 
раз после цифры р машина напечатала цифру 9, то и 
теперь она сделает то же самое. Следовательно, машина 
будет без конца печатать периодически повторяющуюся 
группу цифр. 
apy ... @pqrs... 2р4г$ ... Z2pqrs... 2. 
ὑπ μμώρο μα, 


Но десятичное разложение числа Y 2 не содержит пе- 
риодически повторяющихся групп цифр, поскольку 


V 2 — иррациональное число. Следовательно, машина 
нашего изобретателя не сможет выполнить свою задачу. 
Не исключено, что кому-нибудь удастся построить та- 
кую машину, которая позволила бы, присоединяя к ней 
все ‘новые и новые детали (пусть даже стандартные), 
получить любое заданное число цифр в десятичном раз- 
ложении Y 2, 

Никогда нельзя заранее сказать, в какой области 
знания найдут применение математические методы, 
В следующем разделе мы убедимся в том, как тесно 
связаны между собой математика и логика. Отрицать 
применимость математики поэтому означает то же, что 
отрицать применимость логики. Математические методы 
особенно успешно применяются там, где вся совокуп- 
ность имеющихся данных подчиняется небольшому 
числу сравнительно простых отношений. Всегда ли нам 
удастся построить эти простые отношения, заранее ска- 
зать трудно. В качестве примера-таго круга явлений, 
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5, 5p 
A 0 А x 
Рис. 7. 


которые вследствие своей динамичности и сложности 
управляющих ими законов не поддаются математиче- 
‹ OH трактовке, обычно приводили различные процессы, 
происходящие в человеческом обществе. Однако в по- 
следнее время математические методы находят все бо- 
лее широкое применение в экономике. Статистические 
методы играют все большую роль в исследовании са- 
мых разнообразных явлений. Не является препятствием 
и изменяющийся характер данных, поскольку теория 
функций занимается именно изучением соотношений 
между переменными величинами. Невозможность сбора 
всех данных, необходимых для решения проблем эконо- 
ΜΗΚΗ, не является столь принципиальным препятствием 
для применения математических методов, поскольку ма- 
тематика учит, как по данным, доступным наблюдению, 
вычислить данные, которые наблюдению недоступны. 

Биометрия применяет математические методы к 
описанию массовых явлений. Пусть точка О на горизон- 
тальной оси (рис. 7) означает средний вес новобранца, 
призванного из некоторого района, а каждый милли- 
метр, отложенный направо или налево от точки О, 
соответствует отклонению в | KI (вправо условимся 
откладывать положительные отклонения, то есть превы- 
шение веса, влево — отрицательные). Пусть высота 
(в мм) вертикального отрезка AS соответствует числу 
процентов тех солдат, вес которых на ОА превышает 
средний вес. Соединив концы всех вертикальных отрез- 
ков, получим кривую $152, характеризующую распреде- 
‘ление веса новобранцев. Пользуясь методами аналити- 
ческой геометрии, кривую $152 можно описать одной 
формулой, в которой в сжатом виде будет храниться 
Результат взвешивания тысячи солдат. 
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- При биометрических исследованиях следует избегать 
принципиальной ошибки, которую совершали некоторые 
социологи прошлого века. Было замечено, что «частот- 
ные кривые», аналогичные построенной нами кривой 
$192, обладают довольно заметной устойчивостью. (Ина- 
че говоря, частотные кривые для новобранцев, призван- 
ных из одного и того же района, в разные годы будут 
оставаться практически неизменными.) Кетле (1796— 
1874} утверждал, что процент однотипных преступле- 
ний, совершаемых в Бельгии, претерпевает лишь незна- 
чительные колебания. Отсюда Кетле делал вывод, что 
постоянство цифр в некоторых случаях оказывает ре- 
шающее влияние на судьбу отдельных индивидуумов: 
если в Бельгии в среднем на год приходилось 7 убийств, 
а в текущем году к концу ноября совершено лишь 
2 убийства, то в декабре следует ожидать 5 убийств. 

Такое рассуждение полностью ошибочно: Кетле со- 
вершал ту же ошибку, что и игрок, действующий по 
«верной» системе. 

Как известно, если запускать рулетку очень большое 
число раз, то отношение числа «черных» исходов (когда 
шарик остановится на черном делении) к «красным» 
исходам будет мало отличаться от 1. Однако отсюда 
вовсе не следует, что если в серии из 50 запусков, «чер- 
ное» выпало 40, а «красное» — 10 раз, то в следующей 
серии из 50 запусков шарик значительно чаще будет 
останавливаться на «красном». Ни один цвет не имеет 
преимущества перед другим, а если «черное» и выпало 
чаще, то это никак не сказалось на механизме рулетки, 
не зависящем от истории. Последовательное применение 
теории вероятностей учит также, что если при наблюде- 
нии тысячи событий некоторое среднее число (например, 
средний процент писем, отправленных без адреса) κο: 
леблется в очень узких пределах, то с высокой ΒΘΡΟΠΤ’ 
ностью аналогичное среднее значение, вычисленное для 
малой группы событий (например, средний процент ΠΗ: 
сем, отправленных без адреса в один и тот же день и3 
одного и того же города), будет колебаться очень силь 
но. Поэтому статистика нигде не «висит» над индиви“ 
дуумом как своего рода новый рок. Например, никто 
не заставляет вас отправлять письма без адреса: еслЁ 
вы захотите написать адрес на конверте, то никакая 
статистика не помешает вам сделать это, 











Нет победы более крупной, 
чей та, что приводит к расшире- 
нию границ человеческого позна- 
ния, 


Юлий Цезарь 


IV. МАТЕМАТИЧЕСКИЙ МЕТОД 


Логика и ее законы. — Аксиомы, теоремы, условия, утвержде“ 
ния, доказательства. — Топология. — Алгебра логики. — Характер ma- 
тематического метода. — «Этиках Спинозы. — Задачи: откуда они 
берутся и кто их решает. 


Цель математики состоит в том, чтобы открывать 
абсолютно истинные теоремы. Для достижения своей 
цели математика использует так называемый дедуктив- 
ный метод. Иначе говоря, из теорем, правильность ко- 
торых уже установлена, математика выводит новые 
чисто логическим путем, то есть путем правильных рас- 
суждений, не используя в качестве аргументов ни’ на- 
блюдения, ни опыт, ни ощущения, не опираясь на по- 
мощь пространственных представлений, не ссылаясь на 
очевидность или авторитет. 

Логика, или наука о правильных умозаключениях, 
не вполне совпадает с так называемым «здравым смыс- 
лом», ибо здравый смысл считает правильным всякое 
умозаключение, которое может сослаться на то, что его 
вывод при неоднократной и всесторонней проверке не- 
изменно подтверждался. Здравый смысл говорит, что 
если а больше 6, а 6 больше с, то а больще с. Логика 
не может признать такое заключение правильным. Του. 
нее, логика не считает приведенное выше суждение 
ложным, но не может признать его результатом чисто 
логического рассуждения. Зато умозаключение «Если 
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все люди смертны, TO этот человек смертен» правильно 
с точки зрения логики и получено чисто логическим 
путем. 

Современная логика различает несколько типов умо- 
заключений. К ним прежде всего относятся закон тож-. 
дества: «Если р, то р» (р означает некоторое суждение); 
закон упрощения: «Если р и g, то g »; закон противоре- 
чия: «Если р, то не не-р»; закон силлогизма: «Если из 
р следует 4, а из g следует г, то из р следует г»; закон 
ложного предположения: «Если не-р, то из р следует 4» 
и множество других законов. Понятия истинности и 
ложности не принадлежит к числу основных пойятий ло- 
гики, зато понятия суждения и следования (из р сле- 
дует 9) считаются основными. 

В современной логике важную роль играют так на- 
зываемые пропозициональные функции, то есть сужде- 
ния, содержащие переменный символ х. Чтобы такое 
суждение обрело смысл, вместо х следует подставить 
какой-нибудь определенный символ, как-то: «Падерев- 
CKHH *», «эта роза», «4». Например, пропозициональной 
функцией может быть суждение «х умеет играть на 
фортепиано». Если вместо х подставить «Падеревский», 
то получится вполне осмысленное (истинное) суждение. 
Если же вместо х подставить «эта роза», то также по- 
лучится суждение с вполне определенным смыслом (но 
ложное). 

Логика использует и такие первичные понятия, как 
«все», «ни один» и «существует». Все х, для которых 
определена функция g(x) («xX умеет играть на фор- 
тепиано»), образуют множество — область определения 
пропозициональной функции φ. Так понятие множества 
входит в логику. 

Пользуясь лишь законами логики, можно построить 
всю теорию конечных натуральных чисел. Однако дока- 
зать существование бесконечно многих натуральных 
чисел нам не удастся, если мы не введем специальную 
аксиому бесконечности. Эта аксиома относится уже к 
другой группе аксиом, чем перечисленные выше законы 
логики, и так же, как аксиома выбора Цермело (см. раз- 
дел 11} и аксиома сводимости принадлежит к числу 





* Знаменитый польский пианист. — Прим. перев. 
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GKCHOM сущесгвования, которые кое-кто из математиков 
считает металогическими (то есть лежащими вне ло- 
гики} аксиомами математики. 

К металогическим аксиомам Пуанкаре причислял 
также принцип математической индукции, который 
можно сформулировать следующим образом: «Пусть 
множество Z содержит число | и всегда содержит дан- 
ное натуральное число лишь в том случае, если оно со- 
держит предшествующие ему натуральные числа. Тогда 
множество Z содержит все натуральные числа». Ясно, 
что принцип математической индукции не входит в чис- 
ло логических аксиом, но если ввести так называемые 
индуктивные числа, то обойтись можно и без него. Опре- 
делить эти числа можно следующим образом. Рассмот- 
рим все множества С, содержащие |, а любое следую- 
щее натуральное число — лишь в том случае, если оно 
содержит все предыдущие. Назовем индуктивными все 
те и только те числа, которые принадлежат каждому из 
множеств 2. Определенные так индуктивные числа бу- 
дут обладать свойством , сформулированным в принципе 
индукции (на этот раз свойство не вводится в качестве 
аксиомы, а доказывается). В итоге мы получаем ариф- 
метику натуральных чисел, при построении которой не 
использовано ни одной чисто математической и, сле- 
довательно, металогической аксиомы. Таким образом, 
арифметику натуральных чисел можно рассматривать 
как ветвь математики, выросшую непосредственно из 
логического ствола. 

Мы уже говорили об аксиомах логики — ее законах. 
Законы логики — это принципы, которыми надлежит ру- 
ководствоваться при умозаключениях. Дальнейшему 
анализу они не подлежат. В отличие от них математиче- 
ские аксиомы, например аксиомы существования, можно 
подвергать логическому анализу. Однако не аксиомы 
составляют характерную черту математики. Своеоб- 
разие математики кроется во вводимых ею onpede- 
лениях. 

Определить новый символ — значит ввести его так, 
чтобы он означал то же, что и некоторый уже известный 
старый символ. Например, комплексное число — это 
упорядоченная пара действительных чисел. Определять 
можно любой символ, лишь бы один и тот же символ 
всегда означал одно и то же. 
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Математические теоремы принято формулировать в 
виде условных суждений, в которых предположение на- 
зывается ‘условием теоремы, а заключение — ее утвер- 
ждением. 

Доказать теорему означает, пользуясь логическими 
и математическими аксиомами, построить цепочку ло- 
гических выводов так, чтобы последнее звено совпадало 
с утверждением теоремы. Если построить такую цепочку 
удается, то говорят, что теорема полностью доказана. 
Лишь очень небольшое число математических теорем 
обладает полными доказательствами. Обычно построе- 
ние цепочки — занятие настолько канительное, что ав- 
торы любого, даже самого подробного трактата по ос- 
нованиям математики (такого, как, например, «Основа- 
ния математики» Расселла и Уайтхеда) оставляют на 
долю читателя множество логических шагов, а сами 
предпочитают передвигаться скачками, ‘перепрыгивая 
через отдельные части доказательства. Математики тщз- 
тельно следят за тем, чтобы восстановление пропущен- 
ных шагов в- доказательстве не требовало ог читателя 
особых усилий. В противном случае говорят, что в до- 
казательстве имеются пробелы и теорема не считается 
полностью доказанной. 

Бегло нарисованный нами дедуктивный аппарат при- 
меняется в различных разделах математики. Многие из 
них удается свести к науке о числах, пли, как еще го- 
ворят, арифметизовать. Правда, арифметизация не- 
сколько удлиняет доказательство теорем, но зато су- 
щественно приближает их к идеалу полноты и позволяет 
избежать ошибок. 

Существуют и такие разделы математики, которые 
не удается, да и нет необходимости сводить к арифме- 
тике. Обычно в качестве примера приводят геометрию, 
но этот пример неудачен, ибо и евклидову, и неевкли- 
дову геометрию можно арифметизовать, пользуясь ме- 
тодом Декарта. 

Примером неарифметизуемого раздела математики 
может служить теория совершенных чисел Кантора. 
Даже не вдаваясь в подробный анализ, нетрудно понять, 
что теория этих чисел не имеет с арифметикой ничего 
общего, кроме, пожалуй, своего названия, ибо в основе 
ее лежат особые аксиомы о существовании бесконечных 
множеств. Одни математики считают эти аксиомы, сфор- 
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мулированные уже в пашем веве, ONCBHAHBIMH, другие — 
непонятными. Однако сам факт существования непро- 
тиворечивой теории, основанной на этих аксиомах рож- 
дает уверенность, что можно и в будущем ожидать от- 
крытия новых аксиом (на манер аксномы Цермело) и 
основанных Ha них новых математических теорий. Даже 
если предметом этих теорий будут числа, то так же, как 
совершенные числа Кантора, они не будут иметь ничего 
общего с обычными числами, изучаемыми в арифметике. 
Числа, которым еще лишь суждено родиться, не будут 
числами ни в одном из существующих ныне значений 
этого слова. 

Итак, мы видим, что предмет математики опреде- 
ляется лншь методом и что каждая дедуктивная теория 
может считаться математикой, однако это определение 
математики — не более чем рама, заполняемая лишь 
после введения ‚математических аксиом, а они (в извест- 
ной мере) произвольны. 

Еще одно обстоятельство говорит о нежелательности 
отождествления математики с обычной арифметикой. 

Представим «666, что существует раздел математики, 
который хотя и удается свести к арифметике, но с не- 
‘слыханным трудом и ценой необычайного усложнения 
всех формул и доказательств. Пусть первоначальная 
форма этого раздела математики обладает тем достоин- 
ством, что его аксиомы легко формулпруются и запоми- 
наются, его теоремы не противоречат нашей простран- 
ственной интуищин, а доказательства отличаются ΠΡΟ: 
стотой. Каждый согласится, что первоначальная форма 
и есть наиболее: естественная форма этого раздела ма- 
тематики, а возможность его арифметизации, хотя она 
принципнально важна и интересна, не меняет существа 
дела. 

Такие разделы математики действительно суще- 
ствуют. К их чис.лу принадлежит топология, или наука 06 
общих свойствах формы тел. Топология не делает раз- 
личия между шаром и эллипсоидом, считая их одной и 
той же фигурой, поскольку сферу, не прокалывая ее по- 
верхность, непрегрывной деформацией можно перевести 
в эллипсоид. Зато поверхность тора (бублика) нельзя 
непрерывной дефрормацией (без разрывов и склеиваний) 
преобразовать в поверхность сферы: сфера и тор с точки 
зрения топологии различные фигуры. 
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У топологии имеются свои интересные задачи и среди 
них — проблема четырех красок. Формулируется она 
просто: каждую карту на сфере можно раскрасить, взяв 
не более четырех красок. Понимать это следует так. Ка- 
кими бы ни были очертания «стран» на карте, их всегда 
можно раскрасить так, чтобы никакие две сопредельные 
страны, граничащие вдоль некоторого отрезка кривой, 
не оказались выкрашенными в один и тот же цвет, при- 
чем для такой раскраски достаточно четырех красок. 
Проблема четырех красок до сих пор не решена. (Для 
правильной раскраски карт на торе требуется семь 
красок. В отличие от сферы проблема семи красок для 
тора решена.) Топология успешно обходится без ариф- 
метизации и служит веским доводом против отождеств- 
ления математики с арифметикой. 

Другим примером служит алгебра логики, или ис- 
числение высказываний; в котором латинскими буквами 
обозначают суждения (высказывания), знак -|- означает 
«либо», знак. означает «и», знак —* означает следование 
(«материальную импликацию») и знак — означает OT- 
рицание. Цифрой 1 в алгебре логики принято обозначать 
истинные, а цифрой 0 — ложные суждения. 

Алгебра логики — особая алгебра, и ее правила и 
аксиомы отличаются от правил и аксиом обычной ал- 
гебры. Например, в алгебре логики а-а = а. Словесно 
это равенство можно выразить так: а и а эквивалентно 
а. Это высказывание истинно при любом (истинном или 
ложном) а. Разумеется, таких формул в алгебре ло- 
гики — многие тысячи, и некоторые из них весьма сильно 
отличаются от формул обычной алгебры. Поскольку ал- 
гебра логики обладает всеми отличительными особен- 
ностями математической теории и в то же время не яв- 
ляется ни наукой о числах, ни наукой о величинах, то 
ее можно рассматривать в качестве еще одного аргу- 
мента против определения математики как науки о чис- 
лах или величинах. 

Итак, наиболее характерной чертой математики сле- 
дует считать ее метод. Математический метод дедуктив- 
ный; синтетический и формальный. Поясним значение 
этих слов более подробно. 

Мы называем математический- метод дедуктивным 
потому, что единственным средством вывода, которое 
используется в математическом доказательстве, служит 
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дедукция. После того как аксиомы и определения сфор- 
мулированы, математик путем чистого (то есть основан- 
ного только на законах логики) рассуждения доходит 
до самых сложных из известных теорем, а завтра, опи- 
раясь на теоремы, доказанные сегодня, идет еще дальше 
и доказывает новые, неизвестные ранее теоремы. Дедук- 
тивный характер математических доказательств послу- 
жил некоторым «хулителям математики», например 
Дж. С. Миллу, поводом для того, чтобы назвать мате- 
матику мельницей, перемалывающей засыпанный в нее 
материал, но не дающей ничего нового. По мнению та- 
ких людей, математика обречена на вечное повторение 
банальной истины «а == а» в различных видах, не ме- 
няющих, однако, главного: как бы ни формулировал ма- 
тематик свои утверждения, он использует все тот же за- 
кон тождества, хотя и в «преображенном» виде. Если 
противники математики не правы, то потому, что раз- 
витие математики происходит не только на основе мате- 
матических доказательств, но и аксиом, и определений, 
а они в значительной мере произвольны. 

Синтетический характер математического метода 
проявляется в выборе аксиом. Говоря об аксиомах, сле- 
дует иметь в виду не только математические аксиомы в 
собственном смысле слова (как, например, аксиома ма- 
тематической индукции, в которой Пуанкаре видел 
‘источник плодотворности математики и подтверждение 
высказанного Кантом тезиса о том, что математические 
суждения (7 {5 —= 12) суть «априорные синтетические 
суждения»), но и логические аксиомы. Ясно, что выбор 
логических аксиом, пусть даже самых очевидных, на- 
пример таких, как «из А следует А», происходит не ло- 
гическим путем, а требует обращения к иной инстанции, 
которую одни называют интуицией, а другие — «чутьем 
к истине». 

Определение по существу сводится к тому, что вместо 
какой-то комбинации старых символов используется 
OHH новый символ. Это позволяет сократить формули- 
POBKH утверждений и теорем, которые в противном слу- 
мае были бы трудно обозримыми. Например, словесный 
еимвол «иррациональное число» служит стенограммой, 
сокращением длинного выражения «разбиение рацио- 
нальных чисел на два класса, удовлетворяющее усло- 
виям Дедекинда» (причем «условия Дедекинда» в свою 
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очередь являются условным сокращенным обозначением 
четырех условий, перечень которых можно найти в лю- 
бом руководстве по теорни иррациональных чисел). Вы- 
бор определения заранее указывает направление, в ко- 
тором мы собираемся развивать математику, поскольку 
указывает, какую комбинацию символов мы считаем 
важной и заслуживающей особого сокращенного обо- 
значения. 

Формализм математического метода основан на том, 
что в математических рассуждениях понятия разре- 
шается использовать лишь в том смысле, какой вложен 
в них определением. Приписывать' какой-нибудь другой, 
не содержащийся в определении смысл, запрещается. 
Более того, из самого определения по возможности 
изгоняется все, что может привести к неясности или 
допустить неоднозначное толкование. Например, рас- 
суждение «Прямая А пересекает прямую. В. Следова- 
тельно, прямая А делит прямую В на две полупрямых — 
левую и правую» нельзя считать математическим рас- 
суждением. Это пример так называемого «анализа 
понятий», излюбленного метода некоторых философов. 
В математике пересечение есть определенное отношение 
«г» между прямыми A и В, о котором известно лишь то, 
что о нем сказано в аксиомах геометрин. 

Можно было бы подумать, что математика наивна 
И HH О чем «не догадывается». Она действительно делает 
так, но не от наивности, а OT изощренности не желает 
«догадываться». Формальный характер математического 
метода проявляется и в аксиомах, которые представляют 
собой не что иное, как формальные отношения между 
фундаментальными математическими понятиями. В свою 
очередь такие фундаментальные понятия, как число, 
точка, прямая, множество, даны нам лишь в этих фор- 
мальных отношениях, и мы знаем о них лишь то, что 
говорят эти отношения. В нашем примере с прямой А, 
пересекающей прямую В, выражение «А пересекает В» 
по определению означает лишь, что «прямые Аи В 
имеют общую точку». Последнее утверждение в свою оче- 
редь следует понимать так: «Существует точка л, кото- 
рая одновременно принадлежит прямой A и прямой В». 
Отношение «точка л принадлежит прямой А» опреде- 
лено лишь в той мере, в какой о нем говорится в аксио- 
мах геометрии. Правда, сообщается об этом отношении 
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вольно много сведении. Папример, из аксиом мы 
наем, что «каждой прямой принадлежит по крайней 
вре одна точка», «каждой прямой не принадлежит по 
›аиней мере одна точка» и т. д. Однако все эти сведе- 
1я еще не позволяют нам вложить в выражение «пря- 
ия A пересекает прямую В» то содержание, которое 
”дсказывает наше пространственное воображение: соз- 
iTb представление о точке, «по-настоящему» лежащей 
1 прямой. Это наглядное содержание чуждо и должно 
ITb чуждым математике, поскольку оно слишком 
льно связано с чувственным восприятием, чтобы его 
эжно было представить в форме, поддающейся логиче- 
‚ой трактовке. 

Изложенная нами точка зрения явилась плодом мед- 
HHOH, но непрекращающейся эволюции, которую пре- 
ο. философия математики от размышлений Лейб- 

а над основаниями теории натуральных чисел и 
фледований Лобачевского, Бойяи и Гаусса по неевкли- 
OH геометрии до определения иррационального числа 
г Дедекинду и работ Гильберта, Пеано, Пуанкаре и 

селла по основаниям геометрии и математической 
тике. 

„В разделе II мы уже вспоминали о самой первой, са- 

знаменитой и самой гениальной попытке построения 
уктивной системы — «Элементах» Евклида. И Ев- 
ду случалось давать определения, ошибочные с точки 
ния здравого смысла и бесполезные с точки зрения 
Кематики. Например, «прямая есть то, что одинаково 
Вположено относительно всех своих точек» (окруж- 
№гь тоже «одинаково расположена относительно всех 
Mix точек»). Однако если мы взглянем внимательно 
доказательства Евклида, то увидим, что он нигде не 
Юбегает к нематематическим способам рассуждения и. 
# пользуется своими ошибочными определениями. 
№нно поэтому у Евклида вообще нет ошибочных те- 
№и. Такое можно сказать лишь еще об одном великом. 
ематике — Гауссе. 

о равним удачную попытку построения дедуктивной 
μη, предпринятую Евклидом, с другой попыткой, 
принятой много лет спустя Б. Спинозой. Этот не- 
вненно великий философ, восхищенный монументаль- 
Шью «Элементов» Евклида, решил применить матема- 
ский метод к этике. Так возникло его сочинение 
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«Этика, изложенная геометрическим методом». Спиноза 
перенял у Евклида внешнюю форму его сочинения. 
В «Этике» есть аксиомы, теоремы, леммы, доказатель- 
ства, нет лишь самого духа математического метода, 
Умолчим о том, что его аксиомы содержат утверждения, 
которые нельзя назвать не вызывающими сомнения 
(например, аксиома: «Сущность человека не содержит 
в себе необходимого существования»). Обратимся лучше 
к доказательству утверждения |. 

Определение 3 из части [ гласит: «Под субстанцией 
я понимаю то, что существует само в себе, то есть пред- 
ставление чего не нуждается в представлении другой 
вещи, из которой оно должно было бы образоваться», 
Определение 5: «Под явлением я понимаю видоизмене- 
ние субстанции, или то, что есть в другом, посредством 
чего оно также представляется». 

Из определений 3-и 5, по Спинозе, следует утвержде- 
ние |: «Субстанция по природе предшествует своим со- 
CTOAHHAM>. 

Прежде всего обратим внимание, что определения 
Зи 5 «двойные»: небольшое словечко «или», фигурирую- 
щее в каждом из них, означает логическую постановку, 
позволяющую позднее заменять «то, что существует В 
чем-то ином» на «разрушение субстанции». Но даже если 
допустить такие определения, то формальный метод по- 
зволяет вывести из определений 3 и 5 лишь то, что 
1) явление не есть субстанция; 2) для понимания поня- 
тия субстанции не требуется понятия явления и т. д. 
Утверждение |, устанавливающее с помощью выраже- 
ния «посредством» какое-то новое (временное?) отноше- 
ние между субстанцией и явлением, формально не сле- 
дует из определений ὃ и 5. 

Справедливости ради следует добавить, что предмет 
рассмотрений голландского философа был гораздо труд- 
нее, чем у Евклида, и его идеи, очищенные от геометри- 
ческой «шелухи», обладают большой ценностью и были 
бы не менее очевидны, если бы Спиноза излагал, их 6ε3 
мнимых «доказательств». 

Каждый знает, что заниматься математикой озна“ 
чает не только читать доказательства известных теорем, 
Всю прелесть математики составляют нерешенные σα” 
аачи. Универсального метода, который позволял бы ре" 
шать любые задачи, не существует. Имеются лишь ме” 
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т ды решения задач определенного типа, или, как гово- 
рят школьники, примеров. Решить пример означает 
подставить в известной математической теореме вместо 
сощего символа некоторый конкретный символ и Προ: 
читать то, что при этом получится. Например, из общей 
теории следует, что еслих — а 6 = с, тох =а— ὃ--ο. 
Поэтому, если кому-нибудь потребуется решить уравне- 
ние х— 7-5 = 3, то ему достаточно подставить а == 7, 
р = ο, с = 3, чтобы получить ответ: х = 7—5+3=5. 
Решить задачу означает понять, истинна или ложна не- 
кая теорема, и затем доказать или опровергнуть ее. Ма- 
тематический метод позволяет проверить правильность 
доказательства, когда оно уже написано, но ничего не 
г орит о TOM, как его искать. Можно воспользоваться 
цеиными советами, содержащимися в известном сочине- 
нии Декарта «Рассуждение о методе». Декарт рекомен- 
дует разбивать каждую трудную задачу на столь про- 
стые, чтобы их можно было решить, а затем обратным 
ходом, поднимаясь ступень за ступенью в гору, восста- 
новить решение исходной задачи. Однако иногда даже 
эти весьма разумные советы бывают столь же бесполез- 
ными, как альпеншток и канат в руках туриста, пытаю- 
щегося взобраться на стометровую отвесную стену, на 
которой нет ни единой трещинки. Опыт, знание многих 
'атематических теорем и, что гораздо важнее, их дока- 
зательств, умение обнаружить аналогию между извест- 
ными теоремами и предметом собственных исследова- 
ний, терпение, изобретательность в комбинировании 
идей, отстоящих далеко друг от друга, и, наконец, трудно 
определимое чутье, «математические способности», 060- 
стренная интуиция — вот инструменты, с которыми 
истинный математик отправляется на поиски новых тео- 
рем. Если ему немного «повезет» и участок леса, в ко- 
хором он ищет математического зверя, не слишком исхо- 
Жен другими, то охота может закончиться успешно. 
Иногда даже сложные математические задачи фор- 
мулируются совсем просто, как, например, следующая 
задача. Доказать, что существует бесконечно много 
Простых чисел вида αξ -- 1, где х-—- натуральное число. 
Мначе говоря, требуется доказать, что в порледователь- 
ности 121 =2, 2+1=5, 21 = 10, 42-1 =17, 
"+ 1==26, 62 -- 1=—37, ... содержится. бесконечно мно- 
го простых чисел 2, 5, 17, 37, ... . Ясно, что для решения 
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задачи недостаточно выписать Даже несколько тысяч 
членов этой последовательности и найти среди них 
несколько сот простых чисел. С помощью описанного 
выше метода требуется найти общее доказательство 
того, что для любого натурального М найдется такое 
число N(N>M), что число №-Н1 будет простым. До- 
казательство этого утверждения до сих пор не найдено. 
Математики знают, что это очень трудная задача, ибо 
даже доказательство так называемой теоремы Дирихле 
об арифметической прогрессии, согласно которой «каж- 
дая арифметическая прогрессия с взаимно простыми 
первыми членами (то есть первыми членами, не имею- 
щими других общих делителей, кроме 1) содержит ὄος- 
конечно много простых чисел», было впервые найд‹ чо 
I]. Г. Лежан-Дирихле (1837 г.) с помощью интегра. i- 
ного исчисления и других столь же неэлементарных ме- 
тодов. Из теоремы Дирихле следует, что в арифметиче- 
ской прогрессии вида 4n-+1, то есть в прогрессии 5, 9, 13, 
17, 21, 25, 29, ..., содержится бесконечно много простых 
чисел 5, 13, 17, 29, ... . Сразу видно, что утверждение о 
числах вида x2-+ | не легче теоремы Дирихле, ибо x* cy- 
щественно усложняет доказательство. 
Столь же просто формулируется и другая трудная’ и 
до сих пор не решенная задача — так называемая вели- 
кая теорема Ферма. Она гласит: при л 3 3 уравнение 
x” -|- уп == гп не имеет решений в целых числах х, и, 2, 
п. (При п = 2 решение в целых числах существует, Has 
пример 3? -{ 42 = 53.) П. Ферма жил в Тулузе в XVII в. 
и был одним из лучших математиков своего времени. 
Иногда самый характер задачи наводит на мысль 
о TOM, что подлежащее доказательству утверждение 
ошибочно. В этом случае математик пытается найти 
контрпример или построить некий математический объ: 
ект, удовлетворяющий условию, но противоречащий 
утверждению теоремы. Например, если кто-то выскаже 
утверждение «Все числа вида р! + 1 простые, если число 
р простое», то мы будем выписывать по очереди 


2+1=3, 3-+4+1=7, 5-1=121 
и найдем ΚΟΗΤΡΠΡΗΜΘΡ, поскольку число 5 простое, 4 
121 — составное. Следовательно, высказанное утвержд* 
ние ошибочно, 
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11Ρ6ΛΠΟΙΟΣΗΜ, что автор первого утверждения изме- 
Шил его и теперь отстаивает новую гипотезу: «Произве- 
вние ἤ первых простых чисел плюс единица всегда 
MBBHO простому числу». 
_ Попробуем найти контрпример: 


2+1=3, 2-3+1=7, 2.3.5 -1=31, 
2.3.5.7 1=211, 2.3.5.7. 11 -+1=23 И, 
2.3.5.7.11.13- 1 =30031 = 59 . 509. 


Пять первых попыток, казалось бы, подтверждают 
'ΟΒΥΊΟ гипотезу, и тот, кто захотел бы воспользоваться 
ополной индукцией, счел бы ее истинной. Но шестая πο; 
пытка приводит к желаемому результату: число 30031 
оказывается составным, что противоречит высказанной 
гипотезе. 


п 
Аналогично обстоит дело и с числами вида 2? +1, 
Ферма предполагал, что все такие числа простые, но пя- 
тая проба дает число 


232 + | == 4 294 967 297 =641. 67 00 417. 


Те же замечания можно сделать и по поводу так 
называемых теорем существования, в которых требуется 
доказать, что математический объект с заранее задан- 
ными свойствами существует или соответственно не ΟΥ" 
ществует. Например, в теории алгебраических уравне* 
ний наряду с классической задачей о разрешимости дан- 
ного уравнения в радикалах можно поставить задачу о 
том, каждое ли алгебраическое уравнение имеет хоть 
один корень. Эту задачу решил Даламбер. Он доказал, 
ΠΤΟ в области комплексных чисел каждое алгебраиче- 
MOC уравнение имеет хотя бы один корень. Лишь B с0- 
временной математике (начиная с XIX в.) чистые тео- 
ремы существования выступили на первый план. Они 
призают всей математике особый оттенок: утверждение 
016+ | что какой-то объект скрытно (ибо неизвестно, как 
го найти или построить) существует, возводит матема* 
Ka з ранг творца и озаряет его работу метафизическим 
Зреолом. 

Как следует ставить задачи? Довольно часто задачи 
0зникают из известных математических теорем: при их 
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обобщении или по аналогии. Известно, например, что 


число 2 рациональное, а ‘число У 2 иррациональное. 
Производя над этими двумя числами все четыре ариф- 
метических действия, получаем числа 2+ У2,2— 5, 


2. Уз и2:У2=у25. Все эти числа иррациональ- 
ные. Однако мы не можем с такой же легкостью ска- 
зать, будет ли рациональным или иррациональным 


число 27, Это очень трудная задача. 
Столь же естественно возникает и другая трудная за- 
дача: встречается ли число 4 бесконечно много раз в 


десятичном разложении числа’ У 2? Аналогичные воп- 


росы можно задать и относительно У 3, УБ ит. д. 

При постановке задач необходимо формулировать их 
так, чтобы они не были тривиальными, то есть чтобы их 
нельзя было решить «не сходя с места». Примером три- 
виальной задачи может служить вопрос- о том, встре- 
чается ли четверка бесконечно много раз в десятичном 
разложении числа !/. Ответ (утвердительный) можно 
дать почти не задумываясь: десятичное разложение 
'/7 = 0, (142857)... представляет собой периодическую 
дробь. Зато аналогичный вопрос относительно числа 
Ул уже труден. 

Задачи должны быть по возможности несложными, 
однако это отнюдь не означает, что задачи должны быть 
простыми. Придумывать сложные задачи нетрудно, но 
если целью науки должно быть описание наиболее ши- 
ΡΟΚΟΓΟ круга явлений в наиболее простой форме, то 
искусственно сложных задач следует избегать. 

Существуют два источника естественных задач: во- 
первых, обобщение известных теорем (06 этом мы уже 
говорили) и доказательство вспомогательных теорем, 
необходимость в которых возникает при попытке дока- 
зать другие теоремы, и, во-вторых, приложения. Напри- 
мер, при исследовании движения математического маят- 
ника мы встречаемся с дифференциальным уравнением 
(уравнением движения) вида 


i” + sind=0 


(здесь 9— угол отклонения маятника от вертикали, 
0” — угловое ускорение маятника, [— длина нити, Επ 
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ускорение свободного паде- if 
ния), решить которое эле- | 
ментарными способами не- В 
возможно. Пытаясь все же 

найти решение, мы прихо- 

дим к ныне уже хорошо 


развитой теории эллиптиче- 4 
ских интегралов. 
Механика, оптика, фи- Рис. 8. 


знка Земли и другие раз- 

делы физики поставили перед математикой тысячи за- 
дач. В качестве типичного примера можно сослаться на 
теорию потенциала, задачи которой выросли на благо- 
д ‘ной почве электростатики и теории тяготения. Быстро 
развиваясь, теория потенциала превратилась в матема- 
тическую теорию, изобилующую интереснейшими зада- 
чами, порой не имеющими прямого физического смысла. 

Рассмотрим другую задачу (рис. 8), на этот раз из 
области картографии: всегда ли можно произвольную 
область А отобразить на заранее заданную область В 
так, чтобы малые части области А при отображении пе- 
реходили в лодобные им части области В и граница $ 
области А переходила в границу Т области В. Эта за- 
дача — одна из важнейших проблем теории функции. 
Доказательство возможности ее решения составляет со- 
держание теоремы о конформном отображении, доказан- 
ной Б. Риманом (1826—1866). 

Развитие математики может происходить и по со- 
вершенно иному пути. Этот путь открыт лишь для гени- 
альных умов, способных взглянуть с совершенно иной 
точки зрения на подход к решению стоящих неред мате- 
матикой задач, интерпретировать их как частный случай 
общих, еще не известных, а лишь интуитивно ощущае- 

ых закономерностей, ввести новые определения, ак- 
иомы и создать целые математические теории. Приме- 
ами таких гениальных открытий могут служить 
Элементы» Евклида, зачатки интегрального исчисле- 
ия в работах Архимеда, метод математической индук- 
ин Мавролико и Паскаля, аналитическая геометрия 
Декарта, дифференциальное исчисление Ньютона, логн- 
ческое исчисление Лейбница, неевклидова геометрия 
Побачевского, Бойяи и Гаусса, теория функций 
“омплексного переменного Коши, теория римановых по- 
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верхностей и работа .«О гипотезах, лежащих в OCHOBa- 
нии геометрии» Римана, теория групп Галуа, теория 
множеств Г. Кантора и теория типов Расселла. 

В истории математики таких львиных прыжков не 
так уж много. Их значение состоит в том, что после каж- 
дого из них проходят столетия напряженной работы, 
Другие математики систематизируют и извлекают след- 
ствия из теорий, созданных гениями, 

Весьма большое значение для развития математики 
могут иметь и открытия, лишенные столь революцнон- 
ного характера. Таково, например, изобретение Непером 
(1614 г.) логарифмов. Оно неслыханно упростило вычис- 
ления, связанные с необходимостью умножать, делить, 
возводить в степень, извлекать корни различных степе- 
ней. Вместо всего этого потребовалась гораздо более 
кропотливая, но одноразовая работа по составлению 
таблиц логарифмов: Такого рода упрощения приносят 
гораздо большую пользу прикладным наукам, чем ма- 
тематическим теориям. Сам математический метод так- 
же может служить источником интересных и важных 
задач. Вот одна из них: каждую ли математическую 
теорему можно доказать или опровергнуть? Более точ- 
HO: всегда ли выполняется альтернатива, состоящая в 
том, что можно доказать либо утверждение, либо его 
отрицание? Речь идет не о том, чтобы найти способ, 
позволяющий доказать или опровергнуть утверждение, 
а о принципиальной разрешимости математических за- 
дач. Этот вопоос тесно связан с аксиоматикой, или нау- 
кой о математических аксиомах. Известно, например, что 
задача о параллельных не решена в «обобщенной» гео- 
ΜΕΤΡΗΗ, система аксиом которой не содержит аксиомы 
о параллельных. В арифметике“ ничего подобного пока 
установить не удалось. Однако с большой вероятностью 
можно предположить, что аксиому бесконечности или 
аксиому выбора Цермело не удастся вывести как теб: 
рему из других аксиом. Обе они представляют собой 
истинные аксиомы, независимые от остальных аксиом 
теории множеств. 

Какие математические теоремы следует считать Bax 
ными? Такие, которые просто формулируются, не, тре’ 
буют большого числа определений и позволяют легко 
решать много известных, но ранее не решенных задач. 
Целесообразность введения новых определений и POP 
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мулирование с их помощью новых теорем пропорци- 
ональна важности этих теорем, понимаемой в только что 
указаниом смысле. Определение степени важности тесно 
связано с историческим взглядом на математику. Суть 
его сводится к тому, что направление развития матема- 
тики от прошлого до настоящего определяет направле- 
ние ее развития в ближайшем будущем. 

В математике можно говорить о моде и даже о при- 
чудах моды. Например, сейчас в моде алгебраические 
методы. В двадцатых годах нашего века модной была 
теория множеств, еще раньше — теория функций комп- 
лексного переменного. Оставляя классическую теорию 
и занимаясь исключительно новыми задачами, современ- 
ные математики поступают вполне разумно, ибо ни один 
критерий, кроме принципа исторической преемствен- 
ности развития науки, не пригоден для оценки перспек- 
тивности новых направлений и эта преемственность 
вплоть до настоящего времени не прерывалась. Некото- 
рые считают важными лишь те задачи, решения которых 
могут быть чем-то полезны физике. Однако в физике 
можно найти применение каждой математической тео- 
peme, ибо любая форма логического рассуждения может 
оказаться полезной прн исследовании реального мира. 
Тот, кто полагает, будто теория дифференциальных 
уравнений в большей мере отвечает потребностям меха- 
ники, судит о вещах лишь с позиций современного со- 
стояния математики. Нет ни одного веского довода, в 
силу которого одни разделы математики более подхо- 
дили бы для изучения природы, чем другие. И если се- 
годня теория ординальных чисел не находит применения 
в физике, то это означает лишь, что физические теории 
пока формулируются в таком виде, который не позво- 
ляет применять к ним теорию ординальных чисел. Зато 
В статистической механике используется одно из послед- 
них достижений теории множеств — мера Лебега. Чем 
больше в нашем распоряжении будет готовых математи- 
ческих форм и методов, тем легче окажется физику вы- 
брать то, что ему особенно необходимо в данный момент. 
В этом отношении потребности науки можно уподобить 
обычным человеческим потребностям: уже одно то, что 
для удовлетворения их существует множество самых 
разнообразных средств, служит стимулом дальнейшего 
роста потребностей. 
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Меня и поныне глубоко тро- 
гает усердный неофит, перед гла- 
зами которого, когда он узнает, 
как вычисляется площадь поверх- 
ности сферы, померкнет свет. 


Лейбниц 


У. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ И ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 


Множества, функции и их приложения. — Производные, их npu- 
ложения и история. — Интегралы, их приложения и история. — Дид- 
ференциальные уравнгния, обыкновенные и с частными производ- 
ными. 


Мы уже неоднократно объясняли, какой смысл мате- 
матики вкладывают в понятие множества. Особенно 
важную роль в математике играют числовые множества. 
Примерами таких множеств служат множество нату- 
ральных чисел |, 2, 3, 4,..., множество всех отрицатель- 
ных чисел, а‘также множество всех чисел вообще. OT- 
дельное число, принадлежащее множеству, называется 
его элементом. 

Пусть Х означает некое одно, а Υ -- некое другое 
множество. Установим закон, по которому каждому чн- 
слу Χ, принадлежащему множеству Х, ставится в соот- 
ветствие вполне определенное число у, принадлежащее 
множеству У. (Пусть, например, Х означает множество 
действительных чисел, Y— множество натуральных чи- 
сел. Условимся считать, что каждому числу х соответ- 
ствует натуральное число у, равное номеру места, на 
котором стоит первая после запятой пятерка в десятич- 
ном разложении числа х. Если пятерка не встречается 
в десятичном разложении, то по определению мы пола- 
raem у= 1. Числу х = 0,111... = Ш при этом соответ“ 
ствует у = 1, числу x = 0,05 соответствует у = 2, числу 
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x — 6,220 соответствует у = 3.) Итак, мы установили 
соответствие между элементами множества Х и множе- 
ства 7. Такого рода соответствия принято называть 
функциональной зависимостью между независимой пе- 
рёменной х и зависимой переменной у. Кратко функцио- 
пальную зависимость записывают в виде формулы 


y = f (x). 


Буква f служит обозначением функциональной зави- 
симости (ясно, чтю написать, например, просто у κά 
нельзя, ибо в рассмотренном нами примере x = !/9 соот- 
ветствует у = 1). Величина f(x) так же, как и зависимая 
переменная у, меняется в зависимости от переменной х, 
по в обозначении {(х) явно указана независимая пере- 
менная х и символ функциональной зависимости |, по- 
этому оно более наглядно характеризует вступившие в 
игру новые понятия. 

Уточним сказанное. Величина f(x) обозначает тот 
элемент у множества ТУ, который поставлен в соответ- 
ствие элементу х множества Х при данной функцио- 
нальной зависимос-ти |. Если вместо независимой пере- 
менной х мы будем! подставлять ее конкретные значения 
5; 7; 3,14; —1; 0: ..., то переменная f(x) в KOH- 
кретные значения f (5), [(7), (9), F(14), hy. f(O), ..., 
совпадающие с тезми элементами у, которые соответ: 
ствуют значениям JX, равным 5; 7; 3,14; —1; 0; .... (В 
случае рассмотренного нами выше отображения Ες) = 
= 1, 10,05) =2, 1 (6,225) =3, [(3,14) = f(7)=1 4 
т. д.) Буква f самга по себе не означает определенной 
функциональной зависимости. С тем же успехом вместо 
f(x) мы могли бы шаписать g(x) или h(x). Лишь одно- 
значно определив (с помощью словесного описания или 
любым другим споссобом) соответствие между значения- 
'ми независимой переменной х и и переменной 
у, обозначаемое ΗΔΙΜΗ буквой f (или 6, A,...), мы при- 
даем ей определеннзый смысл. 

Рассмотрим, например, такое выражение, как κ - |. 
При любом x (х=5; 7; 3,14; —1; 0;...) это выра- 
Жение имеет вполене определенный смысл, поскольку 
символы 5-1; 7+-1; 3,14 -+ БЕ O+1; ... и Bo- 
Эбще х-+- |1 всегда имеют на языке арифметики изве- 
Ствое значение. Слердовательно, если принять х за неза- 
Зисимую, а X + | —-за зависимую переменную, ΤΟ полу- 
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чится функциональная зависимость, для которой сло- 
весное описание будет излишним. Аналогично у == χ’, 
y=, y= κὸ — 2x+-5, y= Υ 5 могут служить при- 
мерами функциональных зависимостей, задаваемых вы- 
ражениями. 

В природе, в повседневной жизни и в науке мы весь- 
ма часто встречаемся с взаимосвязанными явлениями. 
Если какая-то из характерных сторон одного явления 
подвергается изменениям, то и какая-то из сторон зави- 
сящего от него явления также претерпевает изменения. 
Поскольку изменения носят количественный характер, 
мы можем рассматривать интересующие нас стороны 
явлений как величины, доступные измерению, и гово- 
рить о функциональной зависимости между явлениями. 
Установив функциональную зависимость, мы поста- 
раемся выразить ее в виде формулы, а затем исследуем 
полученную формулу с помощью имеющихся в нашем 
распоряжении математических средств. Установив раз- 
личные математические свойства выражений, описываю- 
щих функциональную зависимость, мы сравним их с дан- 
ными опыта. Согласие между теорией и экспериментом 
подтверждает те естественнонаучные гипотезы, которые 
мы использовали при выводе формул. Расхождение бу- 
дет означать, что наши гипотезы необходимо заменить 
другими. На этом, собственно говоря, и основано при- 
менение математики к естественным наукам. 

Рассмотрим два примера. В 1602 г. Галилей за- 
нялся изучением свободного падения тел. Свободно па- 
дающее тело движется ускоренно. Сначала Галилей счи- 
тал, что скорость у тела пропорциональна пройденному 
пути x. Иначе говоря, полагал, что отношение у кх πο" 
стоянно и равно некоторому числу с. Отсюда следовало 
соотношение y = сх. Однако выводы, следовавшие из 
этого соотношения, противоречили опыту, поэтому Гали- 
лей отказался от своей первой гипотезы и заменил ее 
другой — о том, что скорость пропорциональна времени, 
сделав тем самым первый шаг к ньютоновской механике, 
сохранившей свое значение до наших дней. 

Другой пример. Из опыта известно, что коэффициент 
объемного расширения идеальных газов (такие реаль- 
ные газы, как водород, гелий и т. п. при не слишком 
больших давлениях ведут себя почти как идеальные 
газы) равен 1/273. Следовательно, при увеличении тем- 
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пературы на ¢ градусов объем газа увеличивается на 
{/ 279 первоначального объема, Таким образом, если при 
температуре 0° объем Газа был равен и, то при темпе 


ратуре Г его объем и; будет на V0 573 больше, или 


1 t 
Uz = Vy + vo aay = 00 (1 +). 


Поскольку (по закону сохранения материи) объем дан- 
ной массы газа никогда не может быть равным нулю 
(и тем более отрицательному числу), то 9; > 0, или 


vo(1 +g) > 0 


при всех Е. Первый множитель Uo, означающий объем 
газа при температуре O°, положителен. Следовательно, 
второй множитель также должен быть положительным, 
чтобы положительным было все произведение. Отсюда 


+55 >0, или #> — 273. 


Таким образом, газовый термометр, то есть термо ` 
метр, основанный на принципе постоянства коэффи` 
циента объемного расширения идеального газа, ни* 
когда не показывает температуру ниже —273°. К этому 
выводу мы пришли чисто математическим путем, pace 
сматривая объем газа и как функцию u(t) темпера* 
туры Е Вид этой функции мы определили из опытов, 
‚произведенных над газами с помощью обычных стек- 
лянных термометров. Вопрос о том, можно ли гипотезу 
о постоянстве коэффициента объемного расширения 
газа, найденную при сравнении объема газа с движе- 
нием столбика ртути в термометре при средних темпера» 
турах, распространить на низкие температуры, лишен 
смысла, поскольку при низких температурах ртуть в 
стеклянных термометрах замерзает, а для устройства 
газового термометра мы пользуемся только что разви- 
той теорией, которая, разумеется, не приводит к проти* 
воречию с наблюдениями, производимыми с помощью 
того же газового термометра. Не следует, однако, ду- 
мать, что при таком положении вещей мы не извлекли 
никакой физической информации — наоборот, построив 
на основе нашей теории газовые термометры с двумя 
различными газами, мы убедимся, что их показания со* 
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гласуются. Это свидетельствует о том, что понятие тем- 
пературы, определенное с помощью гипотезы о постоян- 
стве коэффициента объемного расширения газа, имеет 
физический смысл. 

Разумеется, те функциональные зависимости, которые 
встречаются в физике и в других науках о природе, от- 
нюдь не исчерпывают все типы функций, какие только 
может придумать математик. Особенно часто в природе 
встречаются функции, обладающие одной характернон 
особенностью, никак не следующей из приведенного 
выше определения функции, — непрерывностью. 
Обратимся, например, к физиологии. Среди прочего 
она изучает и изменение температуры тела животного на 
различных этапах процесса пищеварения. Температура 
W тела данного животного есть функция времени {, по- 
скольку каждому моменту времени Е соответствует 
вполне определенное значение У. Функция W(t) не мо- 
жет изменяться скачком, если время { изменяется непре- 
рывно. Действительно, даже если бы температура в те- 
чение одной секунды возросла на целый градус, то в 
течение одной сотой секунды она не могла бы H3Me- 
ниться особенно заметно. Функции, обладающие таким 
свойством, как W(t), называются непрерывными. Более 
точное определение гласит: функция и = (х) назы- 
вается непрерывной, если, выбрав достаточно. малое 
приращение независимой переменной х, мы можем сде- 
лать сколь угодно малым приращение зависимой пере- 
менной у. Например, функция y = x? непрерывная, по- 
скольку при увеличении x Ha A переменная и возрастает 
на (ХА)? — x? = 2х - 1? = А (2х +h), а выбрав до- 
статочно малое число A, мы всегда можем добиться, 
чтобы величина й(2х -- й) была ΜΘΗΡΠΙ6 любой заранее 
заданной величины. 

Не следует думать, однако, что все функции непре- 
рывны. Нетрудно видеть, например, что функция f(x), 
принимающая при целых х значение, равное 1, а при 
всех остальных действительных значениях х — значение 
0, не непрерывна (разрывна). 

Аналитическая геометрия позволяет представлять 
функциональные зависимости, например у=х, Y= 
= 2х —1, y =x’, в виде графиков, рассматривая каж- 
дую пару значений х и у, поставленных в соответствие 
одно другому, как координаты точки плоскости, на кото- 
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рой проведены оси Ох и Оу. Рассмотрим, например, 
функцию у==х. Как известно, ее график совпадает с 
биссектрисой угла хОу. Графиком функции у = 2x — | 
‘лужит другая прямая, график_ функции у = x? имеет 
зид параболы. Еще раз подчеркнем, что графики всех 
этих функций образуют сплошные (непрерывные) линии, 
тоскольку сами изображаемые функции непрерывны. 

Рассматривая графики функций, нетрудно заметить, 
170 прямая у = 2х —| наклонена к оси Ох круче, чем 
зрямая у =X, причем угол наклона каждой из прямых 
тостоянен. Крутизна наклона кривой y = х? сначала 
мала (при x= 0 значение функции у также равно 0). 
3 точке х=|, у=| (там, где парабола пересекает 
'рямую у =X), ее наклон к оси Ох уже превышает на- 
JOH прямой у==х и совпадает с наклоном прямой 
4 == 2χ--- 1, а в точках, расположенных еще правее по 
си Ох (например, в точке x = 2, у = 4), парабола ста- 
JOBHTCA еще круче. За меру наклона кривой в данной 
точке к оси Ох, очевидно, можно принять угол наклона 
‹асательной к кривой, проведенной в данной точке. 
Зозникает задача: как вычислить угол наклона каса- 
`ельной к оси Ox. 

Если мы имеем дело с прямой, которая, как известно, 
‘лужит графиком функции у == сх + 4, то вычислить 
тол ее наклона к оси Ох совсем нетрудно. Для этого 
тостаточно знать, во сколько раз функция у возрастает 
эыстрее (или медленнее), чем независимая переменная 
:. Действительно, если x возросла на A, то у = сх + а 
зозросла на с(х +h) +d— (сх + 4) = ch. Поэтому ис- 
комое отношение равно 
ch/h = ο. 

Если - интересующая 
нас кривая задана урав- 
нением y =f (x) (рис. 9), 
то мы временно заменим 
ее прямой, проходящей 
через точки А и Ac аб- 
сциссами аиа-- й. При- 
ращению абсциссы A со- 
‚ответствует приращение 
ВА ‚ординаты, которое, 
как видно из рис. 9, 
равно SASB=SA--SA= 
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=|(а-- 1) —[(а). Поэтому искомое отношение равно 
Heth a ie) Это выражёние служит мерой наклона 


секущей АА, но еще не позволяет судить о наклоне 
к оси Ох касательной АТ в точке А: как видно из 
рис. 9, касательная может образовывать с осью Ох 
больший угол, чем секущая. Чем меньше прираще- 
ние И, тем меньше различие между секущей и каса- 
Фельной и углами, которые та и другая образуют с осью 


h) — 
Ох, тем ближе отношение аи — Но к искомой вели- 


чине, Оказывается, что наклон касательной (точнее, тан- 

генв угла наклона касательной к оси Ох) совпадает с 
а-я) — ία 

пределом отношения Гат ie 


К нулю: 


при fh, стремящемся 


n= lim 29—19. 
{ ἡ 0 


Лагранж (1736—1812) ввел для .этого предела ΟΠΕΙΠΗ- 
альное обозначение: Γ΄ (а). Итак, 
ЕР πώ, 

В 9 


n= f’ (а) =lim 
h->0 


Оно очень удачно, поскольку угол наклона зависит лишь 
от рассматриваемой кривой, то есть от функции f(x), и 
от выбора точки на ней, то есть от абсциссы а и орди- 
Наты f(a) этой точки. Таким образом, все определяется 
заданием двух величин: | и а, а именно они и входят 
в обозначение, предложенное Лагранжем, Заметим, 40 
Г (х) есть снова функция переменной κ. 

Функция }’(х) называется производной функции f(x), 
а сама {(х) служит первообразной для функции f’ (x). 
Функции f(x) и f’(x) совершенно различны. Следует 
подчеркнуть, что подобно тому, как (а) означает 


т oS таки f’(x) означает 
lim + ato) 
h->0 A | 


Возьмем, например, функцию и == x?, подставим x4 
вместо {(x) попытаемся вычислить [(х), то есть найтй 
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ношение 


ο μεσα" 
A , 
1 затем его предел при ᾖ-»0. Итак, приступаем к вы- 


кладкам: 
2 — 2 2 
Gr x a= eth ЖА. 


При #-—0 выражение 2х--й стремится к 2х. Таким 
бразом, искомый предел равен 2х, или f’(x) = 2%. 
IMeHHO такой величине равен тангенс угла наклона ка- 
ательной, проведенной к параболе в Точке с абсциссой 
ь Мы видим, что угол наклона переменный: он зависит 
tT x. И действительно, чем больше х, тем круче пара- 
ола. В точке x = ἱ тангенс угла наклона равен 2-1 = 2, 

наклон касательной к параболе совпадает с наклоном 
рямой у = 2x— 1 (тангенс угла, образуемого этой пря- 
гой с осью Ох, также равен 2). Поскольку прямая у == 
= 2х —] проходит через точку х =1, y= I (коорди- 
ваты точки, если их подставить в уравнение прямой, об- 
aulatoT его в тождество), а именно эту точку параболы 
иы сейчас рассматриваем, то эта прямая совпадает с ка- 

‚ательной в параболе в точке x = |, y = 1 (наклон пря- 
чой и касательной к оси Ох одинаков). Таким образом, 

этой задаче мы впервые встречаемся с теорией каса- 
‘ельных к произвольным кривым, или с дифференци- 
льным исчислением. Роберваль и Ферма заложили Ος- 
овы дифференциального исчисления, имея в виду имен- 

ΙΟ геометрическую задачу о построении касательной к 
анной кривой в данной точке. 

Другой пример применения дифференциального ис- 
исления мы заимствуем из механики. Рассмотрим точ- 
у, лвижущуюся вдоль прямой. Если в любой момент 
ремени f известен путь 5, пройденный точкой с некото- 
ого начального момента времени fy, ΤΟ $ можно рас- 
`матривать как функцию 5({) переменной f. Скорость 
J также можно считать функцией времени в. В чис- 


Зителе отношения 
$ ЕР) —$(1) 
h 
OHT разность между путем, пройденным Точкой К MO- 


енту времени ¢-+A, и путем, пройденным к моменту 
емени {, или длина пути, пройденного за время OT { до 
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Г п. Промежуток времени, в течение которого пройден 
этот отрезок пути, равен A. Именно его величина и стоит 
в знаменателе отношения. Таким образом, наша дробь 
выражает отношение пути, пройденного за некоторый 
промежуток времени, к величияе этого промежутка, илн 
среднюю скорость в интервале времени от Ё до t+A. 
Если мы захотим узнать не среднюю, а мгновенную ско- 
рость точки U(f) в момент времени Ё, то интервал вре- 
мени A придется брать все меньше и меньше. Иначе го- 
воря, чтобы найти мгновенную скорость 9(Г), мы долж- 
ны вычислить предел 
lim 


s(t-+ h) —$ (1) 
h->0 h 


или (по определению производной) величину s’(f). Итак, 
v(t) =s’ (1). 


Таким образом, скорость точки в данный момент вре- 
мени равна значению производной от пути (рассматрн- 
ваемого как функция времени), вычисленному для того 
же момента времени. Решая именно эту задачу меха- 
ники, Ньютон пришел к понятию производной. 

Не все функции имеют производную, так же как не 
все кривые имеют касательные. Со времен Вейерштрас- 
са (1815—1897) до наших дней математики построили 
множество удивительных примеров «патологических» 
функций, полностью или частично лишенных произ- 
ΒΟΠΗΡΙΧ. 

Теория касательных получила название дифферен- 
циального исчисления по следующей причине. Создатель 
исчисления Лейбниц (1646—1716) определил производ- 
ную следующим образом. Рассмотрим функцию y = f(x). 
Дадим независимой переменной x приращение Ах и р 
числим разность {(х-+ Ах) —}{(х), то есть приращени 
Ду зависимой переменной у, вызванное приращением Ах, 
Иначе говоря, вместо 

f (x - Ах) — f (x) 
Ax 


мы можем написать Ay/Ax. Если теперь вместо Ах взять 
бесконечно малое приращение dx, а вместо Ау— εΟΟΤ΄’ 
ветствующее бесконечно малое приращение dy, то OTHO 
шение dy/dx и будет искомой производной: dy/dx=f' (3). 
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Этсюда И название дифференциал — так творцы новых 
Тонятий назвали бесконечно малые величины dy, dx. 
Использовали они и такую форму записи: 


== } (x) ах. 


Немецкий философ Гегель обратил внимание на про- 
гиворечие, содержащееся в рассуждениях основателей 
1ифференциального исчисления. Если дифференциал dx 
‘авен нулю, то произведение |” (х) 4х также равно нулю. 
следовательно, равен нулю и дифференциал dy. Однако 
›авенство dy = ]’(x)dx остается верным, какое бы число 
цы ни подставили вместо }’(х), поскольку 0 = 2-0, 0 = 
Ἔ- 9.0 ит. д. Следовательно, выражение dy } (х)ах 
зе содержит ничего нового и его, минуя сложные рассуж- 
ения, можно написать сразу, поскольку даже элемен- 
арных основ арифметики достаточно, чтобы понять: 
роизведение нуля и любого числа равно нулю. Если же 
ифференциал 4х отличен от нуля, то равенство dy = 
= f'(x)dx неверно, ибо даже для простейшей функции 
“== x? мы получаем следующее: ᾗ (4) = 2х, ἄν = (α -|- 
+ dx)? — x? = 2хах - (ах)?. Но f’(x)dx = 9χάΧ. Следо- 
ательно, при ax == о 

dy > [ (x) ах. 


Из этого противоречия Гегель вывел любопытное за- 
тючение. Он не только не «осудил» дифференциальное 
‚счисление, но и усмотрел в противоречии, содержа- 
цемся в основах этого раздела математики, причину 
члодотворности и преимущества высшей математики 
ад математикой элементарной. Будучи лишенной про- 
"иворечия, последняя, по мнению Гегеля, осуждена на 
зечное повторение в различных видах банальной истины 

== Oh 

Критика оснований теории функций, предпринятая 
зольцано и Вейерштрассом, доказала необоснованность 
инения Гегеля. Если производную вводить как предел 
зекоторого отношения (именно так мы и делали, хотя и 
3e3 подробного обоснования каждого шага), то все по- 
ятия и формулы (правда, записанные несколько иначе) 
ифференциального исчисления можно получить, не ис- 
юльзуя понятие дифференциала. Пользуясь случаем, мы 
отели бы особенно подчеркнуть полную несостоятель- 
юсть мнения, встречающегося и поныне, согласно кото- 
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рому «строгую» элементарную математику следует от+ 
личать от якобы «нестрогого» дифференциального исчис- 
ления. Давным-давно известно, что дифференциальное 
исчисление по строгости ничуть не уступает арифметике 
и, более того, что его можно арифметизовать, то есть 
свести к арифметике. Логические трудности, кроющиеся 
в основаниях математики (о них мы еще будем гово- 
рить), в равной степени угрожают и элементарной, и 
высшей математике. Если же их устранить, то никаких 
особых мер по спасению дифференциального исчисления 
предпринимать не придется. 

Функция [’(х), полученная как производная от функ- 
ции f(x), сама может иметь производную |’ (x), которая 
называется второй производной, или производной вто- 
рого порядка, функции f(x). В рассмотренном нами ΠΡΗ- 
мере первая производная функции x? равна 2x ( (1) = 
== 2х). Поскольку первая производная функции 2х рав- 
на 2, а первая производная первой производной — это 
вторая производная исходной функции, то f(x) = 2, 
или (х2)” =2. 

Вернемся к нашему примеру из области механики — 
точке, движущейся вдоль прямой, и посмотрим, чему там 
соответствует понятие второй производной. Напомним, 
что функция S(¢) означает путь, пройденный точкой от 
некоторого начального момента времени {ο к текущему 
моменту времени Ё u(t) = 5΄({) — мгновенная скорость 
точки. Рассуждая Так же, как при выводе зависимости 
между u(t) и 5/1), нетрудно понять, что мгновенное уско- 
рение a(t) совпадает со второй производной функции 
5 (Г), то есть 


а (= 5” (0. 


Подчеркнем, что выражения u(t) =s’(f), а(!) = 
== 5”({) — единственно строгие математические опреде- 
ления скорости и ускорения. 

По аналогии со второй производной можно определить 
производные третьего, - четвертого и более высоких πο; 
рядков, которые мы обозначим Πα (x), НУ (х),..., ["(х). 
Одной из наиболее важных формул дифференциального 
исчисления следует считать так называемый ряд Тейлора 


НК) = 0+ рот... +1 Мо 
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позволяющий (при весьма общих предположениях) пред- 
ставлять функцию f(x) в виде степенного ряда. 

Нетрудно доказать, что производная суммы (разно- 
сти) равна сумме производных благаемых (уменьшае- 
мого и вычитаемого), то есть что из 


К (x) = F (x) — g(x) 
К’ (x) = F’ (x) — g(x). (1) 


следует 

Если в каждый момент времени известна скорость 
движущегося тела, а необходимо вычислить проходимый 
им путь, то математически задача сводится к следую- 
щему. Дана производная s’(t) (то есть скорость). Тре- 
буется найти исходную функцию S(t) (то есть путь как 
функцию времени). Отысканием функций по их произ- 
водным занимается интегральное исчисление, 

Например, исходной (или, как принято говорить, пер- 
вообразной) для функции 2х является функция х?. Пер- 
вообразной для функции, тождественно равной нулю, 
служит такая функция, производная которой тождест- 
венно равна нулю. Касательная к графику этой функции 
в любой точке должна составлять нулевой угол с поло- 
жительным направлением оси х. Следовательно, сама 
функция должна быть постоянной: f(x) = с. 

Итак, производная функции х?-+-с ο... 2х--0 = 2х, 
то есть для функции 2х первообразной служит не только 
функция х?, но и любая функция х? -- с, например x? -= 
+1, x? — 5, 2-Е 3,7 ит. д. 

Пусть f(x) — данная непрерывная функция и F(x) — 
e¢ первообразная. Соотношение между ними можно 


представить в виде 
Е’ (x) = F(x). (2) 


Какой геометрический смысл имеет первообразная 
F(x) функции f(x)? Начертим график функции f(x) 
(рис. 10) и проведем две вертикальные прямые aA и xB. 

лощадь фигуры, ограниченной этими прямыми, отрез- 
kom ах оси Х и дугой АВ графика функции f(x), зависит 
лишь от точки X, если прямая GA считается неподвижной, 
а прямая хВ перемещается вместе с точкой х. Обозна- 
чим площадь криволинейной трапеции аАВх через g(x). 
сли точка х совпадает с точкой а, то площадь трапеции 
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Рис. 10. 


равна нулю. Следовательно, g(a) = 0. Значение функ- 
ции ρ(α-|- Π) равно площади криволинейной трапеции, 
ограниченной отрезком [а, x +h] оси Х, боковыми сто- 
ронами аА и [(x-+h),H] и дугой АН, поэтому разность 
g(x-+h) —g(x) равна площади трапеции xBH[x + Al. 
Длина ee основания равна (x-+Ah) —x =A, а площадь 
больше площади прямоугольника хВС(х + A], но меньше 
площади прямоугольника xDH[x + #]. Первый прямо- 
угольник имеет основание A и высоту [(х). Второй пря- 
моугольник имеет то же основание, что и первый, но его 
высота равна [(x +A). Следовательно, площадь криво- 
линейной трапеции xBH[x + A] равна Al, где { — некото- 
poe число, заключенное между f(x) и f(x +A). Если x 
пробегает все значения в интервале [х, x +A], то f про- 
бегает все значения, в том числе и [, заключенные в ин- 
тервале oT f(x) до f(x + А). Таким образом, при некото- 
ром & лежащем между хи Χ- И, выполняется раве!- 
ство |(5) =1. Площадь криволинейной трапеции, рав- 
ная Al, оказывается равной A-f(&). Поскольку мы уже 
знаем, что эта же площадь равна g(x +h) — g(x), то 


g(x + h)— g(x) = hf &), 


или | 
2 (Е) = αατη- (x) 


Фиксируем хи устремим приращение A κ нулю. При 
этом правая часть равенства (+) обратится в g’(x). Чи- 
сло ЕЁ, заключенное между x и х-- И, при В, стремя- 
щемся к нулю, будет стремиться к x. Но если Е стре* 
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мится к X, то [(ξ) стремится к [(х), поскольку [-- не- 
лрерывная функция. Следовательно, при A, стремя- 
щемся к нулю, левая часть равенства (*) обращается в 
(х). Поскольку равенство правой и левой частей равен- 
ства (*) не нарушается при переходе к пределу, мы по- 


лучаем, что 
g’ (x) = f(x). : (3) 


Таким образом, g(x) есть не что иное, как первообраз- 
чая функция f(x). 

Вычислим теперь производную разности R(x) = 
= F(x) — g(x). Из выражений (1), (2), (3) следует, что 


RY (x) = F’ (x) — g" (x) =f (x) — F(x) =0. 


Следовательно, производная функции R(x) равна нулю, 
сама функция R(x) равна постоянной: Ю(х) = с при 

сех х, или | 
Е(х) — в(х) =с. 


Полагая х = а (из определения функции g(x). как 
лощади криволинейной трапеции @АВх следует, что 
g(a) = 0), получаем 

Е (a) —0=с, 
али 
с=Р(а), 


F (x) — g (x) = F (a), 
g (x) = F (x) — F (a). 


Функция g(x), равная площади криволинейной тра- 
‚ции, ограниченной отрезком [х, x -+ A] оси x, прямыми 
Я и Вх, параллельными оси y, и дугой АВ графика 
ункции }(х), называется интегралом функции f(x), взя- 
IM от а до xX, и обозначается так: 


ткуда 


g (x)= [ F(x) de. 
a 
Последнее выражение можно записать иначе: 
| Ε(9) dx = F (x) — F(a). 
a 


"ΤΟ соотношение означает, что интеграл отадо хнепре- 
ывной функции [(х) равен разности между значениями 
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ее первообразной -B точках а и х. Геометрически это 
означает, что приращение ординаты первообразной F(x) 
при изменении независимой переменной от а до х равно 
площади криволинейной трапеции, ограниченной дугой 
графика подынтегральной функции [(х), отрезком [α, x] 
оси х и ординатами, проведенными через концы этого 
отрезка. | 
Двоякое — формальное и геометрическое — истолко- 
вание так называемой основной теоремы интегрального 
исчисления сразу же позволяет решать важнейшую при- 
кладную задачу интегрального исчисления — вычисле- 
ние площадей, или квадратур, и учит, как находить инте-- 
гралы, или площади, с помощью первообразной функ- 
ЦИИ. 

В 1906 г. известный издатель работ Архимеда (287— 
212 гг. до н. 9.) датский математик Гейберг прибыл в 
Константинополь, чтобы в библиотеке одного из мона- 
стырей прочитать палимпсест, на который обратил его 
внимание Г. Шене. Среди прочих сочинений Гейберг 
обнаружил ранее неизвестную работу Архимеда под на- 
званием «Письмо к Эратосфену о методе Архимедова 
доказательства теорем механики». В этом сочинении, ко- 
торое Гейберг опубликовал в 1907 г., Архимед, в част- 
ности, говорит следующее: «Не единожды то, что мне 
сначала удавалось понять с помощью механики, я потом 
доказывал геометрически, ибо рассуждения первого ме- 
тода не были основаны на доказательствах. В то же вре- 
мя легче доказать правильность решения, найденного с 
помощью механического метода, чем изобретать доказа- 
тельство, не имея никакого представления о том, как 
решать задачу». 

Слова Архимеда относятся к решению задач из обла- 
сти статики: вычислению центров тяжести и моментов 
инерции различных фигур и тел. Решая эти задачи, Ap® 
химед разрезал тела и фигуры на тонкие слои — так же, 
как это делали мы при выводе основной теоремы интс- 
грального исчисления. Поэтому Архимед по праву счи- 
тается одним из основателей дифференциального и ин* 
тегрального исчисления. 

Основная теорема интегрального исчисления позво- 
ляет нам решать задачи, о которых Архимед писал Эра- 
тосфену, значительно короче и проще. Например, если 
нам потребуется вычислить площадь криволинейного 
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треугольника (рис. 11), обра- 
зованного дугой ОВ параболы 
у = рх? и отрезками ОА и 
АВ (абсцисса точки А равна 
b), то, по определению инте- 
грала, достаточно вычислить 
интеграл 





| рх? ах. 
0 


Рис. 11. 


Чтобы воспользоваться OCHOB- 
ной Теоремой интегрального 
исчисления, необходимо найти первообразную функцию 
для рх?. Попытаемся сначала найти первообразную для 
х?, то есть функцию, производная которой равна χα). Для 
«пробы» возьмем функцию 53. Тогда 


3 — +3 3 2 2 3 — yd 
κο x ЕАН +h? —х — Зи? 3xh + A, 
При ᾖ-»0 это выражение стремится к 3х2. Следователь- 
но, производная от x? равна 3х2, а производная функции 
x3/3 равна х?. Таким образом, первообразная функция 
px? имеет вид рх3/3. Чтобы найти площадь Р нашего 
криволинейного треугольника, необходимо вычислить 
приращение функции рх3/З при изменении x от 0 до 6: 


Итак, площадь криволинейного треугольника OAB рав- 
на pb°/3. Но высота г прямоугольника OABC равна дли- 
не отрезка АВ, и точка В лежит на параболе. Следова- 
тельно, координаты точки. В удовлетворяют уравнению 

= x2 
ὃ = px’. 

r== pb’. 

Подставляя в полученную формулу для площади кри- 
волинейного треугольника г вместо pb?, получаем 


pb? pb?-b rb площадь прямоугольника ОАВС 
Е κ ge 


Таким образом, дуга ОВ параболы делит прямоуголь- 
ник ОАВС на две части, из которых верхняя имеет вдвое 
большую площадь, чем нижняя. Это знал еще Архимед. 
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Интегральное исчисление позволяет вычислять длины 
дуг различных кривых, площади фигур (плоских и ис- 
кривленных), объемы тел, находить положение центров 
тяжести, моменты инерции и статические моменты ит. д. 
Этим и обусловлено необозримое поле приложений инте- 
грального исчисления в технике. 


Обозначение интеграла [ Fw dx, в явном виде со- 


а 

держащее дифференциал dx, своим происхождением обя- 
зано иному способу введения интеграла, чем тот, кото- 
рым воспользовались мы. Отрезок [а, 6], по которому бе- 
рется интеграл (рис. 12), разбивают на полоски шири- 
HOH Ах, AXo, ος ο) Аха: 

a=*X*, 

Χο = ΧΙ ae Ах, 

X3 =х, + Ах», 


b= Хи 41. 


Затем вычисляют сумму площадей прямоугольников ши- 
риной Δχι, Axo, ... и высотой ] (хи), | (x2), 


Arif (e) + Ау +... + Ataf ο) = Ха) Аль. 


Неограниченно уменьшая ширину прямоугольников, по- 
лучают в пределе площадь Р криволинейной трапеции. 
πι 


При этом в сумме » f(x,) Ах, приращения Ах; неограни- 
i=! 


ченно убывают, а число п слагаемых неограниченно воз- 
растает. Для предела этой суммы 
математики и придумали специаль- 

b 


Hoe обозначение | f (x) dx, в кото- 


a 
ром знак интеграла [ заменил знак 
суммы », а место конечного прира- 
щения Ах занял дифференциал ах. 
Дифференциальное и интеграль- @ b 
ное исчисления входят в так назы- Рис. 12. 
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ваемый математический анализ, охватывающий и другие 
разделы математики. Среди них прежде всего необхо- 
димо назвать теорию дифференциальных уравнений. Ре- 
шая такие уравнения, мы по заданному соотношению 
между неизвестной функцией и ее производными восста- 
навливаем функцию, удовлетворяющую этому соотноше- 
нию. Например, уравнение 


у (x) = y (x) 


дифференциальное. Решить его значит найти функцию 
от х, которая совпадала бы со своей производной. (Мы 
привели это уравнение лишь в качестве примера. Его 
решением служит функция у == е*, где е = 2,718281828 — 
так называемое неперово число, или основание натураль- 
ных логарифмов. Смысл числа е проще всего объяснить 
так: это величина, которой достигнет к концу года еди- 
ничный капитал, положенный из расчета 100% годовых 
при непрерывном начислении процентов. } 

Особенно важную роль дифференциальные уравнения 
нграют в динамике, занимающейся изучением движения 
тел под действием заданной системы сил. Из второго за- 
кона Ньютона известно, что величина силы равна про- 
изведению массы на ускорение. Попробуем применить 
эти сведения к решению следующей задачи. Вдоль пря- 
мой движется некоторое тело. На него со стороны ΤΟΠΙΚΗ, 
лежащей на той же прямой, действует сила отталкива- 
ния. Определить закон движения тела, если сила оттал- 
кивания пропорциональна расстоянию между телом и 
отталкивающей точкой. 

Обозначим это расстояние через s(t), тогда 


а (t) = ks (0), 


где a(t) — ускорение тела, а К — коэффициент ΠΡΟΠΟΡ- 
циональности. Поскольку ускорение — это вторая произ- 
водная от функции S(t), το a(t) =5” (1) и, следовательно, 


5” () = 25 (0). 


ы снова получили дифференциальное уравнение. На 
тот раз оно содержит вторую производную и поэтому 
называется дифференциальным уравнением второго по- 


ядка. (Его решение имеет вид $ (#) =е! ΥΕ.) 
Теория дифференциальных уравнений развивалась 
главным образом в XIX в. в трудах Коши (1789—1857), 
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Вейерштрасса, Софьи Ковалевской, Фукса и позднее, 
уже в ХХ в., Пенлеве, Пуанкаре и многих других мате- 
матиков. 

Наряду с функциями одной переменной иногда при- 
ходится рассматривать функции двух, трех и большего 
числа переменных. 

Примером функции двух переменных может служить 
так называемая гипсометрическая карта, на которой ука- 
зана высота точек над уровнем моря. Действительно, 
представим себе, что каждая точка на карте снабжена 
пометкой, указывающей ее высоту над уровнем моря. 
Ясно, что высоту & можно рассматривать как функцию 
двух переменных: географической широты х и долготы 
у точки. Иначе говоря, зная широту х и долготу у точки, 
мы могли бы, взглянув на карту, установить ее высоту 
& над уровнем моря и написать 


w== f(x, 5). 


Как известно из аналитической геометрии трехмер- 
ного пространства, для того чтобы составить уравнение 
искривленной поверхности (то есть по существу соста- 
вить гипсометрическую карту), необходимо взять три 
взаимно перпендикулярные оси х, и, 2, проходящие че- 
рез точку О, выбранную за начало координат. Тогда лю- 
бую точку пространства можно задать, указав три числа 
х, у, г, выражающих расстояние от этой точки до пло- 
скостей yOz, хОг и хОу. Уравнение поверхности мы по- 
лучим, задав зависимость между «высотой» каждой 
ее точки Z над плоскостью xOy от ее «географической 
широты» х и «географической долготы» у, то есть от по- 
ложения проекции точки на плоскости хОу. Зная эту 3a- 
висимость, ΤΟ есть зная = как функцию f переменных х 
и у, мы записываем 2 = |(х,у) и получаем уравнение 
поверхности. 

Температура Τ в комнате может служить примером 
функции трех переменных. Действительно, температура 
в точке зависит от положения точки в пространстве, а 
оно определяется тремя числами x, и, 2. Если же нам 
потребуется следить за изменением температуры в раз- 
личное время суток, то температура Т станет функцией 
не только точки, но и времени р, то есть функцией четы- 
рех переменных: 

T =f (x, у, 2, t). 
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В современной математике рассматривают также 
функции бесконечно большого числа переменных, HO 
даже геометрическое представление функции трех пере- 
менных наталкивается на большие трудности. 

Например, чтобы наглядно изобразить распределение 
температуры в комнате, понадобилось бы не только по- 
строить миниатюрную модель комнаты, но и каким-то 
образом наполнить ее краской, различные оттенки кото- 
рой соответствовали бы изменениям температуры. Мы 
могли бы подвесить в различных точках модели шарики, 
окрашенные в различные оттенки нужного цвета, хотя 
модель от этого стала бы трудно обозримой, в особен- 
ности если бы нам понадобилось передать мелкие под- 
робности распределения температуры. 

Однако уже в нашем веке прикладная математика 
сумела преодолеть некоторые трудности, связанные с 
Графическим представлением функций многих пере- 
менных. 


ο... -μ-.-β”»»,.....μσ..- μ.μ... .μμασπσισαμ-μ-- οσμμξἛξμασανα----.ξ.ξμμξἙξξᾶξαα καπως 


Первым среди математических 
наук по праву считается матема- 
тический анализ. 

Аппель 


Vi. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ` МАТЕМАТИКА 


Таблицы. — Логарифмическая линейка. — Машины для сложения 
и умножения. — Приборы для вычерчивания различных кривых. — 

Элементарные графические методы, — Номография. — Графоста- 
тика. — Начертательная геометрия. 

Принято считать, что вычисления — это главное, чем 
занимаются математики. Нередко, желая высказать 
одобрение тому или иному стратегу, политическому дея- 
телю или коммерсанту, люди отчасти в шутку, отчасти 
всерьез говорят, что он умеет «математически точно» 
рассчитать каждый свой шаг. Но все расчеты, с которыми 
приходится иметь дело военачальникам, политическим 
деятелям или коммерсантам в обычных условиях, либо 
относятся к области элементарной арифметики и, следо- 
вательно, не требуют более глубоких познаний в мате- 
матике, чем Te, которыми владеет школьник младших 
классов, Либо являются «расчетами» в особом смысле 
слова, то есть по существу сводятся к учету различных 
привходящих обстоятельств, своеобразной «бессознатель- 
но формулируемой теорией вероятности», хорошо извест- 
ной любителям азартных игр. Такие «расчеты», хотя и 
требуют опыта и известной «числовой» интуиции, позво- 
ляющей примерно оценивать и сравнивать различные ве- 
личины, имеют очень мало общего со столь последова- 
тельной наукой, как математика, оперирующей лишь 
точно определенными понятиями. Даже «расчеты», про- 
изводимые при игре в шахматы, где правила и все необ- 
ходимые данные строго определены, HE относятся к O6- 
ласти математики. Даже самый лучший шахматист, 
обладающий ярко выраженной способностью к комбина- 
ционной игре, рассуждает примерно так: «Если я сделаю 
ход а, то противник ответит ходом 6 или с. На мой ход 
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d -MOKET последовать ходе или f, зато на ход 6 против- 
ник ответит единственным ходом A. Ход i приводит κ 
безнадежному ухудшению моей позиции. А что если мне 
совершить ход m? На него противник может ответить 
только ходом р, который я смогу парировать ходом 0, 
дающим мне известное преимущество. Итак, сделаю-ка 
я ход п!» 

Мы видим, что шахматист пользуется такими поня- 
тиями, как «ухудшение позиции», «преимущество» и т. д., 
причем его оценка позиции, основанная на опыте и не 
связанная с логическим анализом, в конечном счете опи- 
рается на опыт и только на опыт. Лишь иногда шахмат- 
ная игра обретает строгий характер. Мы имеем в виду 
шахматные этюды и некоторые задачи-«концовки», в 
которых фигуры специально расставлены так, что пози- 
ция допускает полный анализ. 

Математические вычисления встречаются там, где 
собственно математическая работа уже закончена, то 
есть задача решена, и речь идет лишь о том, чтобы до- 
вести до конца выкладки, То есть, руководствуясь из- 
вестными правилами, выполнить определенный объем 
чисто механической работы. Для выполнения такой 
«бездумной», но кропотливой и трудоемкой работы MaTe- 
матики придумали самые разнообразные средства. К их 
числу относятся, например, русские счеты или таблицы 
умножения. 

Одним из самых мощных вспомогательных средств 
(до сравнительно недавнего времени) были логарифми- 
ческие таблицы, изобретенные Непером (1614 г.). Онн 
‚основаны Ha том, что при умножении двух чисел, запи- 
санных в виде степени одного и того же основания, по- 
казатели степеней складываются: 

απ . ап = απ, 


Условимся выбирать в качестве основания степени ка- 
кое-нибудь определенное число, например 10. Тогда 


10”. 10" = 10"*", 


Желая умножить х на у, мы представляем х в виде 
«05, у— в виде 107 и получаем 


х-у== 10%. 10" = 1041 = [. 


Затем мы находим o = & + щи вычисляем 10°, Это число 
равно искомому произведению Г. 
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Итак, если мы будем располагать неким вспомога- 
тельным средством, позволяющим любое число х пред- 
ставлять в виде 105, то есть для каждого х находить та- 
кое ἕ, которое бы удовлетворяло соотношению x = 108, 
и по известному σ находить 105, то умножение двух чи- 
сел мы всегда сумеем свести к сложению (каких-то дру- 
гих чисел). Число &, удовлетворяющее равенству х == 105, 
называется логарифмом числа x по основанию 10 или 
десятичным логарифмом числа х. Например, десятичный 
логарифм числа 100 равен 2, десятичный логарифм числа 
Ο,ἱ равен —1. Таблица логарифмов — это перечень чи- 
сел, рядом с которыми указаны их Логарифмы. В зави- 
симости от того, какие цели преследует составитель, бы- 
вают таблицы логарифмов чисел от | до 100, от | до 
1000 и даже от | до 1000000. Те же таблицы позволяют 
ΠΟ известному значению логарифма с находить соответ- 
ствующее число /, сводить (как это было: показано вы- 
ше) умножение к сложению, деление — к вычитанию, 
возведение в степень и извлечение корней — к умноже- 
нию и делению. 

На том же принципе, что и таблица логарифмов, Ο6- 
новано действие и наиболее распространенной «вычисли- 
тельной машины» — так называемой логарифмической 
линейки, изобретенной в 1630 г. Отредом. Устройство ее 
очень просто: это две линейки, скользящие одна по дру- 
гой. На каждой из линеек нанесена шкала. Цифра 1, 
стоящая в начале шкалы, служит началом отсчета (ло- 
гарифм | равен 0). Против деления, отстоящего на еди- 
ничное расстояние от начала шкалы, стоит число 10. 
Вдвое дальше от | расположено деление с цифрой 100. 
Вообще числу п соответствует деление, отстоящее на 
расстояние, равное logan, от начала отсчета. Если единицу 
одной шкалы мы совместим с отметкой а другой шкалы, 
то против числа $ первой шкалы на другой шкале будет 
находиться отметка, соответствующая числу /. Это чис- 
ло { равно произведению чисел а и 6. Действительно, 
отметка: / отстоит от начала своей шкалы на расстояние 
log /, а поскольку она находится против отметки ὃ дру- 
гой шкалы, то это расстояние равно Ίορα - 1055. Следо- 
вательно, log/ == |0оба - |096, откуда /=a-b, Таким 
образом, логарифмическая линейка позволяет умножать 
И делить числа. На линейке длиной 25 см ошибка не 
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превышает '/.%, то есть вполне достаточна для боль- 
шинства научных и практических целей. 
Логарифмическая линейка позволяет без особого 
труда решать пропорции, поскольку при любом распо- 
ложении подвижной и неподвижной шкал числа αι, 
а, ..., ах одной шкалы стоят против чисел δι, Oo, ..., 
фк другой шкалы лишь в том случае, если αι: 5; = 
== 09:09 =... = ан: On. 
Остроумное и практичное, это вычислительное устрой- 
ство свидетельствует о том, что при правильном подходе 
математика может существенно упростить процесс 
зычислений, а сравнительно позднее изобретение лога- 
‘ифмической линейки (ХУП в.) —о том, что эра упро- 
цения элементарных расчетов с помощью несложных 
‘CTDOHCTB еще не закончилась. 
Одну из первых математических таблиц составил 
πιο Птолемей. В ней приводилась длина хорд окружно- 
ли радиуса 1, стягивающих углы в Ш, 1, 1,..., 90°, 
1ричем с пятью десятичными знаками. Таблица Птоле- 
ея послужила основой для тригонометрических таблиц, 
спользуемых при решении треугольников. 
Составление такой таблицы, какую вычислил Птоле- 
ей, было весьма трудной задачей и требовало обшир- 
ых познаний в математике. Пользоваться же такой таб- 
ицей ныне умеют даже школьники. Математические 
аблицы самого различного назначения служат своего 
ода аккумуляторами труда математиков. Составление 
х связано с тщательной и кропотливой работой, но бы- 
‘ро окупается приносимой ими пользой. В наше время, 
огда таблицы можно размножать в тысячах экземпля- 
зов, достигаемая экономия становится еще значительней. 
Зот. например, как выглядит небольшой фрагмент пятн- 
значной таблицы логарифмов: 

















N log N N log N N log N N 105 № 

51 1,70757 56 — 1,74819 76 1,8808 1 81. 1,90849 
52 71600 57 75587 77 88649 82 91381 
53 72428 58 76343 78 89209 83 91908 
54 73239 59 77085 79 89763 84 92428 
55 74036 60 77815 80 90309 85 92942 
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Такие таблицы представляют собой не что иное, как 
«список» значений некоторой функции (0х, $тх, 
с05х), и для каждой фунации можно составить «свою» 
таблицу. Например, можно было бы вычислить значения 


Ух или x? (и такие таблицы действительно сущест- 
вуют). Кроме того, составлены подробные таблицы 
функций, используемых в астрономии, теории вероятно- 
стей HT. д. 

К другой группе таблиц относятся «списки» значе- 
ний эмпирических функций. Примером таких таблиц мо- 
гут служить записи температуры, производимые метео- 
рологической станцией. Температура (измеряемая, на- 
пример, в °С) —это эмпирическая (то есть полученная 
из опыта, а не вычисленная по какому-то математиче- 
скому правилу) функция времени, то есть числа дней, 
прошедших с некоторой даты, например, с | января 
1900 г. 

Таблицы смертности, которыми пользуются страхо- 
вые общества, также являются таблицами значений эм- 
пирических функций. Эти таблицы показывают, какой 
процент людей умирает между i-m и (ἱ -- Ι)-Μ годами 
жизни. При составлении этих таблиц возникают некото- 
рые интересные математические задачи, например за- 
дача выравнивания таблиц. Если статистические данные 
о смертности населения говорят о том, что смертность, 
вообще говоря, тем больше, чем старше возраст, но 
имеется лишь одно исключение из правила: уровень 
смертности 67-летних выше, чем уровень ‘смертности 
68-летних, TO это объясняют либо недостоверностью 
собранных статистических сведений, либо «бедностью» 
статистики (ее недостаточным объемом). Процент смерт- 
ности 67-летних, выпадающий из общего правила, необ- 
ходимо заменить другим (выровнять его), чтобы не на- 
рушать общий ход зависимости уровня смертности ‚от 
возраста. Сделать это нелегко, ибо выравнивая «из ряда 
вон выходящую» цифру, необходимо следить за тем, что- 
бы не слишком сильно «портить» собранные эмпириче- 
ские данные. - 

Со времен Паскаля (1642 г.) известны вычисли“ 
тельные машины — специальные механизмы, существен- 
но облегчающие действия, производимые над большими 
числами, или выполнение очень большого числа опера“ 
ций. Суммирующая машина {или машина для сложения), 
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устроена так, что после введения в нее слагаемых 
(вводить их можно нажатием соответствующих клавиш 
или любым другим `способом) и поворота рукоятки при- 
вода, она вычисляет их сумму. Построить простейшую 
суммирующую машину совсем нетрудно. Возьмем обыч- 
ное колесико, разделим его окружность на 10 равных 
частей и у каждой точки деления напишем по одной 
цифре, начав с О и идя по порядку до 9. Спрячем ко- 
ълесико за стенкой, в которой прорезано окошко (раз- 
меры окошка должны быть такими, чтобы сквозь него 
была видна лишь одна цифра). Предположим, что сна- 
чала в окошке стоит цифра 2. Повернув колесико на 3 
деления (в сторону возрастания цифр), мы увидим в 
окошке цифру 5 — сумму чисел 2 и 3. Следовательно, 
наше колесико можно рассматривать, как простейшую 
суммирующую машину, а даже сложные машины дей- 
ствительно состоят из колес (только зубчатых — так 
называемых десятичных счетных колес). Если в окошке 
сначала стояла цифра 7, а мы повернули колесико на 
5 делений, то сумма, найденная нашей «вычислительной 
машиной», окажется равной не 12, а лишь 2. Так про- 
изойдет потому, что в нашей машине не предусмотрен 
перенос единицы в старший разряд. Однако если слева 
от нашего колесика мы поместим еще одно, такое же, 
поставив его сначала на 0 и сделав так, чтобы оно по- 
ворачивалось ровно на одно деление всякий раз, когда 
первое колесо проходит девятку, то, сложив на первом 
колесе 7--5, мы получили бы в Левом окошке |, 
правом 2, то есть число 12. Привести в движение колесо 
десятков можно, например, поместив на колесе единиц 
специальный штифт. 

Ясно, что если мы захотим сконструировать машину, 
способную суммировать многозначные числа, то нам по- 
надобится целая система колес и, кроме того, еще одна 
система для второго слагаемого. Действительно, предпо- 
ложим, что к некоторому числу мы хотим прибавить 123. 
Не будь системы колес для второго слагаемого, нам бы 
пришлось своей рукой поворачивать колесо единиц Ha 3 
деления, колесо десятков — на два деления и колесо со- 
тен -~ на одно деление. Ясно, что от такой машины вряд 
ли была бы особая польза. 

Нетрудно представить также, с какими трудностями 
встречается конструктор суммирующих машин. Каждое 
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счетное колесо, проходя девятку, поворазивает соседлее 
колесо слева на одно деление. При вычислении суммы 
99 999 + 1 сопротивление станет столь большим, что вы- 
держать возникающие нагрузки сможет лишь очень 
прочная конструкция. Кроме того, необходимы особые 
устройства, которые позволили бы «стирать» ненужные 
результаты и ставить машину на 0, а если нам понадо- 
бится сложить не два, а много слагаемых, то трудности 
возрастут еще более. Существуют устройства, позволяю- 
щие машине заломинать слагаемые, частичные и полные 
суммы ит. д. 

Около 1814 г. широкой известностью пользовались 
машины А. Штерна из Варшавы, позволявшие не только 
вычислять суммы, но и извлекать корни из чисел. 
В 1861 г. появились первые клавишные машины для 
сложения. 

В 1888 г. Л. Болле сконструировал вычислительную 
машину для прямого умножения чисел. (До него для 
умножения чисел использовали суммирующие машины, 
заменяющие умножение многократно повторяемым сло- 
жением.) В наше время существует много различных 
ΤΗΠΟΒ машин для умножения. 

И машины для сложения и умножения, и тем более 
современные вычислительные машины сильно ускорили 
развитие прикладных наук и позволили решать задачи, 
которые без них выходили за пределы человеческих воз- 
можностей. Но те же вычислительные машины наводят 
и на некоторые размышления, имеющие‘ самое непо- 
средственное отношение к интересующему нас предмету. 
Дело в том, что иногда высказывают мнение, будто ма- 
тематика относится к числу низших видов умственной 
деятельности, поскольку «вычислительные машины ус- 
пешно справляются с обязанностями математиков». 
Вряд ли нужно говорить, что подобное мнение глубоко 
ошибочно. 

Машина «приступает» к решению математической 
задачи лишь тогда, когда та уже не представляет инт®- 
реса для так называемой чистой математики. Пока pc 
идет об определении сложения, о доказательстве перем 
стительного или сочетательного закона, машина безмол 
ствует. Она не учит нас, как записывать натуральны- 
числа в десятичной системе счисления, и не доказывает, 
что любое число п можно представить в десятичной 
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системе одним и только одним способом. Однако когда 
зсе это уже доказано и мы знаем, как производить 
сложение в десятичной системе, тогда машина действи- 
тельно избавляет человеческий мозг от низщей формы 
лтеятельности (от необходимости производить сложение 
или умножение). Тех, кто полагает, будто вычисли- 
сельная машина способна заменить математика, можно 
5ыло бы сравнить с теми, кто считает, что скорострель- 
ibid карабин заменяет начальника штаба, а словарь 
»ΗΦΝ — поэтов, Подобно тому как стратегия не сводится 
‹ стрельбе из самого скорострельного оружия, а поэ- 
ия — к подбору рифм, математика отнюдь не является 
ACKYCCTBOM безошибочно производить арифметические 
1ействия. Зато изобретение Паскалем суммирующей ма- 
‘шины — прекрасный пример того, что может сделать ма- 
‚тематик. Это изобретение имело не меньшее значение, 
ем изобретение логарифмов Непером. Мы умышленно 
помянули эти два достижения математиков именно по- 
ому, что вскоре после того, как Паскаль совершил свое 
ткрытие, между сторонниками логарифмов и. стороннн- 
ами вычислительных машин разыгралась настоящая 
итва. | 

Логарифмы привели к тому, что умножение и деление 
етали более легкими операциями, чем сложение и вычи- 
тание. Со времен изобретения логарифмов в вычисли- 
тельной математике появилась тенденция приводить все 
выражения к виду, удобному для логарифмирования, то 
есть по возможности избегать суммирования или вычи- 
тания степеней, произведений или тригонометрических 
функций. После появления вычислительных машин, во 
ΛΗΟΓΟ раз облегчивших выполнение операций сложения 
1 вычитания, необходимость приведения к удобному для 
зогарифмирования виду отпала. 

Новейшие вычислительные машины позволяют произ- 
зодить весьма сложные вычисления, определять истин- 
чость и ложность некоторых математических утвержде- 
чий и даже отыскивать доказательства и находить новые 
теоремы. Однако и они не заменят математиков, как не 
заменила художников фотографическая камера, а лишь, 
жвободив математиков от ряда более простых задач, по- 
волят им обратиться к более глубоким проблемам, не 
1оддающимся «машинизации». 
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Рис. 13. 


В областн геометрии некоторые механические устрой- 
ства появились очень давно. К числу простейших из них 
относятся линейка, транспортир и циркуль. Во времена 
Наполеона вышла в свет книга итальянского математика 
Маскерони, в которой было показано, как решать гео- 
метрические задачи на построение без линейки, с по- 
мощью одного лишь циркуля. 

На рис. 13 показано, как с помощью циркуля найти 
середину отрезка, концы которого А и В заданы *. 

Усовершенствованным циркулем можно считать шар- 
нирные механизмы, то есть механизмы, состоящие из 
стержней, соединенных между собой так, что они могут 
вращаться вокруг некоторых точек. Знаменитая задача 
о построении шарнирного механизма, который мог бы 
вычерчивать прямую, возникла в связи с изобретением 
паровой машины Уатта. Этот механизм должен был бы 
заменить кулису, приводящую в движение шток поршня. 





* Обозначим точку А цифрой 1, а точку В — цифрой 2. Проведем 
окружности радиуса [1, 2] с центрами в тозках Ги 2. Затем, не 
меняя раствора циркуля, проведем еще две окружности — с центрами 
в точках 3 и 4. В результате мы получим точки 9 и 6. Из точки 
радиусом [5,3] проведем дугу L, из точки / радиусом [1,5] — дугу К. 
Дуги К и L пересекаются в точках € и η. Проведем окружности г Ἡ 
$ радиусом [E, 5] с центрами в точках Ё и 1. Эти окружности пере“ 
секаются в точке κ, которая и является серединой отрезка [1, 2]. 
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В усовершенствованной мо- 
дели шарнирный механизм 
‚ воспроизводил прямую лишь 
Р приближенно. Точное реше- 
ние дает инверсор Поселье 
(рис. 14). Точка Р этого ме- 
ханизма описывает прямую 
и только прямую *. 

Доказано. что любую ал- 
гебраическую кривую, TO 
эсть кривую, аналитическое выражение которой имеет 
зид многочлена относительно х и у, можно начертить, 
TOCTPOHB соответствующий шарнирный механизм. Осо- 
эенно многочисленным оказалось семейство эллипсогра- 
ров, ΤΟ есть шарнирных механизмов для вычерчивания 
эллипса. 

Среди первых вычислительных машин были и маши- 
чы, предназначенные для составления таблиц. В разделе 
“7 мы уже говорили о понятии функции. Чтобы это поня- 
“He можно было использовать в прикладной математике, 
чеобходимо научиться вычислять значения функции в 
‘очках, отстоящих одна от другой на достаточно малое 
эасстояние. Предположим, например, что нам понадоби- 
лась таблица значений функции х? для х, начиная с 0, 
через каждые 0,1 (или, как принято говорить, с шагом 
9,1). Вычислив нужные нам значения, получим 





р 


Рис. 14. 


x 0 








0,1 | 0,2 | 0,3 | 0,4 | 


x2 





0 | 0,01 | 0,04 





0,09 | 0,16 | 


Зычитая из последующего значения функции x? (начи- 
ная со второго) ее предыдущее значение, получаем так 
Чазываемые первые разности 


0,01, 0,03, +0,05, +0,07,... 


Повторяя эту операцию еще раз, то есть вычисляя 
зазности разностей, находим вторые разности 


0,02, +0,02, -- 0,02, .... 





‚ Длины стержней в инверсоре Поселье подобраны так, что a = В, 
= d =e =f. Точки Γι и ЁР› закреплены неподвижно. Все стержни 
оединены друг с другом шарнирно. Кроме того, FiF2 = F2X. 
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Мы видим, что вторые разности постоянны: они все рав- 
ны 0,02. 

Желая составить таблицу значений функции х? при 
x = 0; 0,1; 0,2; ..., мы можем действовать в обратном 
порядке: сначала выписать вторые разности, затем ‘при- 
бавить к ним πο 0,01 и еще раз просуммировать получен- 
ные числа по схеме 


Поскольку при таком способе вычислений каждый 
раз производятся однотинные операции, он особенно удо- 
бен для машинного составления таблиц. Идею создания 
разностной вычислительной машины высказал в 1796 г. 
военный инженер Г. Мюллер, но лишь в 1812 г. Бэббедж, 
подхватив эту мысль, построил вычислительную машину 
для суммирования первых и вторых разностей. Г. и 
Э. Шейтцы из Стокгольма построили в 1853 г. машину 
для суммирования четвертых разностей, позволяющую 
вычислять значения многочленов пятого порядка. Ма- 
шина шведских изобретателей состояла из зубчатых ко- 
лес, образующих пять ярусов. Один ярус соответствовал 
значениям самой функции и четыре — разностям от пер- 
вого до четвертого порядков. Машина позволяла не 
только вычислять значения функции с 8 десятичными 
знаками, но и получать свинцовую матрицу, что при пе- 
чатании таблиц исключало ошибки вычислителя, Περέ- 
писчика и наборщика. Первая машина Шейтцев была 
использована при составлении таблицы логарифмов об- 
серваторий в Дадли (США). По своим размерам она 
лишь немного меньше пианино. 

Существуют также машины для решения алгебраиче- 
ских выражений. Первые вычислительные машины та“ 
кого типа для решения кубического уравнения были по- 
строены еще в древности. Их авторами, по-видимому, 
были Платон и Эратосфен. Прообразом современных 
универсальных вычислительных машин стала «акалити- 
ческая машнна» Ч. Бэббеджа, предназначенная для про“ 
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Рис. 15. 


извольных арифметических операций над произвольными 
числами и выдачи результатов на печать. Недостаток 
средств, а затем и смерть не позволили изобретателю 
закончить создание машины. 

К вычислительным машинам относятся также плани- 
метры н интегрометры, то есть устройства, позволяющие 
вычислять площадь фигуры, ограниченной данной кри- 
вой, или интегрировать функцию, заданную своим гра- 
фиком. Вид так называемого полярного планиметра по- 
казан на рис. 15. 

Широкой известностью пользовались интегрометры 
и интеграфы Абданк-Абакановича. 

Популярность графических методов вычислительной 
математики сильно возросла после того, как француз- 
ккий математик Окань изобрел номографию. 

Правда, элементарные графические методы были 
распространены и раньше. Предположим, например, что 
необходимо вычислить расстояние от точек A и В до уда- 
‘ленной от них точки О. В этом случае ответ быстрее 
всего можно получить, измерив на местности с помощью 
рулетки длину базиса АВ и углы ВАО и АВО, а затем 
построив на листке бумаги (рис. 16) соответствующим 
образом уменьшенный отрезок АВ (например, взяв вме- 
сто 300 м отрезок 30 мм) и углы, равные измеренным. 
Полученный треугольник АОВ подобен «натурному» 
треугольнику на местности. Измерив длину отрезка AO 
на бумаге и обнаружив, что 
АО = 24,5 мм, мы найдем рас- 
стояние между точками А и 0Ο: 
оно будет ‘равно 245 м. В рас- 
смотренном нами случае графи- 
ческий метод подсказая самой за- 
дачей, но обычно геометрическое 

8 построение, дающее решение 38- 
Рис. 16. дачи, сначала необходимо найти, 
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Предположим, что мы хотим раз- 
работать графический метод вычисле- 
ния объема идеального газа при по- 
стоянном давлении. Как известно, 
объем Ὁ при этих условиях опреде- 
ляется выражением 


t 
v= 09 (1 +375), 
где vg обозначает объем, занимаемый 


газом при 0°С, а Ё— температуру 
(°C). To же выражение можно: пред- 





ставить в виде 43 
Poa т 
vo 273 32 ] 

Рассмотрим прямоугольный Tpe- Рис. 17. 


угольник (рис. 17) с катетами 9 H Uo. 

Он подобен прямоугольному треуголь- 

нику с катетами, равными 273 ¢ u 273. Чтобы величину 
интересующего нас эбъема можно было считывать пря- 
мо с чертежа, необходимо ввести соответствующую шка- 
лу. Для этого от точки $ (рис. 18) влево по горизонтали 
и вправо по вертикали отложим 273 раза по 1 MM (то 
есть отрезки πο 13,5 см). Конечные точки отрезков обо- 
значим А и В. От точки В вверх построим шкалу тем- 
ператур (!/> мм соответствует 1°С), разместив ee спра- 
ва от вертикали. Слева от той же вертикали построим 
шкалу объемом о с началом в точке 5. Масштаб для 
этой шкалы можно выбирать произвольно, например, 
считать, что | см соответствует | м3. Аналогичную шкалу 
для Uo построим на SA от точки $ влево. 

Нредположим, что мы хотим узнать, какой объем бу- 
дет занимать при температуре 10°С водород (его в до- 
статочно хорошем приближении можно считать идеаль- 
ным газом), имевший при 0°С объем 5 м3. Соединив 
точку А с интересующей нас точкой Р (10°С) ва шкале 
температур, проведем через отметку 5 на шкале AS (Ha- 
чальных объемов) прямую, параллельную прямой АР. 
Отметка у точки пересечения @ этой прямой со шкалой 
SB объемов и покажет, какой объем будет занимать во- 
дород при 10°С. Ясно, что вычерчивание шкал — работа 
более кропотливая, чем, например, построение треуголь- 
ника, зато метод «считающих чертежей» — номограмм — 
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Рис. 18. 


обладает и известными преимуществами. При определе- 
нии расстояния от точек А и В до точки О мы каждый 
раз должны были бы строить новый треугольник. В но- 
мограмме для определения объема идеального газа при 
постоянном давлении построенные шкалы остаются при- 
годными всегда, и Лишь две параллельные прямые каж- 
дый раз придется проводить заново. Обращает на себя 
внимание еще одно преимущество этой номограммы: она 
позволяет находить любую из трех величин UV, Uo, {, если 
две другие величины известны. 

Все примитивные графические методы, о которых мы 
говорили до сих пор, уступили место методу коллинеар- 
ных точек, изобретение которого наряду с введением 
понятия функциональной шкалы составляет заслугу соз- 
дателя номографии Оканя. 

Что же такое номография? Это наука о графическом 
представлении функциональных зависимостей. Чтобы ра- 
зобраться, в чем состоит метод номографии, необходимо 
ввести понятие функциональной шкалы. Обычную шкалу 
строят так. На прямой на равных расстояниях одно 
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т другого ставят делепиля, соответствующие ρασΠποοτ- 
стоящим значениям какой-то переменной. Например, от- 
ложив на прямой от некоторой точки О отрезки длиной 
1, 2, 3, 4, ... единиц, можно поставить возле полученных 
делений числа 0,1; 0,2; 0,3; 0,4 ит. д. (рис. 19). 
Функциональная шкала для функции f(x) основана 
на том, что расстояние вдоль прямой от точки О изме- 
ряется в «единицах» [(х). Иначе говоря, отмерив от точ- 
ки О отрезок длиной f(x) единиц, мы должны поставить 
у полученного деления отметку x, a не f(x). Например, 
функциональную шкалу. для функции и = x? (рис. 20) 
мы получаем, откладывая от точки О отрезки в Xx? MM и 
ставя около их правых концов отметки, соответствую- 
щие числу x. Отметки у делений, отстоящих от начала 
квадратичной шкалы на расстоянии 2, 3, ... мм, в деся- 
тичной системе можно записать лишь округленно: 1,41 — 


вместо У5, 1,73 — вместо УЗ ит. д. Чтобы деления 
шкалы были «круглыми» числами, мы должны поста- 
вить обратную задачу: на какое расстояние ΟΤΕΤΟΠΤ друг 
от друга деления, соответствующие числам 1,1; 1,2 ит. д.? 
Ясно, что отметка 1,1 должна находиться от начала 
шкалы на расстоянии 1,21 мм, отметка 1,2 — на расстоя- 
нии 1,44 мм ит. д. Проделав эту операцию с достаточно 
мощным набором «круглых» чисел, например, для всех 
чисел от 0 до некоторого числа с шагом 0,1 мы получим 
сравнительно густую сеть делений. Ясно, что наша шка- 
ла не будет равномерной: ведь это шкала квадратичной 
функции и = x? (рис. 21). 
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Рис. 21. 
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Разумеется, другим 
функциям соответствуют 
другие функциональные 
шкалы. С логарифмиче- 
ской шкалой мы познако- 
мились еще раньше, ког“ 
да говорили об устрой- 
стве логарифмической ли- 
нейки. 

Обратимся теперь к 

Рис. 22. понятию — коллинеарных. 

точек. Так`в номографии 

называют точки, лежащие на различных шкалах, но на 
одной и той же прямой. 

Рассмотрим, например, три параллельные прямые 
АА’, ВВ’ и СС’ (рис. 22). Пусть АВС — прямая, nepece- 
кающая их так, что АВ = Ё ВС = и. 

При каком условии три точки Р, О и R, лежащие на 
трех параллельных прямых AA’, ВВ’ и СС’, будут кол- 
линеарными? Условие это нетрудно найти из подобия 
треугольников АРХ, ВОХ и СКХ. Обозначив АР = р, 
ВО = 4, СК = ги AX == x, получим 


х:р=( НВ: 4= (+ Е-и):г, 
Следовательно, 


(ХИ: х=д:р, МНЕ: (А =г: 4, 








ИЛИ 
tix=(q—p)ip, ui:(«+)=(r—4) ‘49, 
откуда 
πως πα ok το 
He Gap? STIS FIG 
и, далее, 


ti(x+h=(q—p)iq, и: =@-—9):4. 


Отсюда находим: 
Ц 


q—p τς) 
ir — Ч=и9— up, 
_ tr-+-up 
οκ ea 
Предположим теперь, что на прямых AA’, BB’, CC’ 
мы отложили функциональные шкалы следующих функ- 
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ций: logf(x), log g(x) и logh(x). Если .y отметок 
P, О, R стоят числа Χ, и, г, TO расстояния р, 4, г равны 
log f(x), log 5 (и), log h(zZ), и, следовательно, из выведен- 
ного ранее выражения для 4 мы получаем 


log р (х) = eG) PEELS 


(¢ + и) log g(x) =tlog (2) -- ulog f(x), 


ИЛИ 


откуда 


(g(x) = (h (2.0. 
Например, полагая t="/, u="/2, g(y) =V1+y, №(2)= 27, 


f(x) =x, находим 
Vi-ty=2Ve. 


Числа x, у, 2, стоящие у коллинеарных точек P, ©, κ 
в рассмотренном нами примере, удовлетворяют специ- 








3 .. 

альному соотношению Vity=z Ух. Зная значение 
X HM Y, достаточно провести через соответствующие деле- 
ния шкал хи Y прямую, чтобы по отметке у точки пере- 
сечения этой прямой со шкалой CC’ найти искомое зна- 
чение 2. В этом и состоит метод номографии Оканя (при- 
мененный к рассмотренному нами частному случаю). 
Введение большого числа шкал, причем шкал не только 
прямолинейных, но и криволинейных, еще больше рас- 
ширяет возможности этого метода, находящего приме- 
нение в различных областях современной техники. 

Составить номограмму — значит построить функцио- 
нальную шкалу. Это очень трудоемкая, но одноразовая 
работа, и после того, как она выполнена, для решения 
конкретной задачи достаточно приложить к построен- 
ным шкалам линейку или натянутую нить, чтобы тотчас 
же прочитать готовый ответ. Разумеется, работу по со- 
ставлению номограмм следует считать оправданной 





Рис. 24, 
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"11ο. Тогда, когда надоб- 
ности практики требуют ча- 
стого решения одной и той 
же функциональной зависи- 
мости. Например, при про- 
кладке водопроводной сети 
приходится неоднократно 
вычислять диаметры труб 
при различных допустимых 
давлениях и требуемом рас- 
ходе воды, то есть по суще- 
ству находить величины, 

Рис. 25. связанные одним и тем же 

соотношением. 

Еще старше номографии графостатика, основы ΚΟΤΟ- 
рой заложили Кремона и Максвелл. В единую систему 
методы графостатики свел Кульман. Графостатика — 
это графический метод вычисления напряжений в стро- 
ительных конструкциях, главным образом в стержневых 
системах. По правилу параллелограмма силы Р, 0, R, 
приложенные к точке О, находятся в равновесии, если 
сила R совпадает по величине с диагональю параллело- 
грамма, построенного на силах Р и Q, и противопо- 
ложна диагонали по направлению (рис. 23). Следова- 
тельно, если мы отложим один за другим направленные 
отрезки (векторы) Р, @ и R так, чтобы отрезок Q начи- 
нался в той точке, где заканчивается отрезок P, а R— 
там, где заканчивается Q, то конец отрезка № совпадет 
с началом отрезка Р и мы получим замкнутый треуголь- 
ник (рис. 24). В этом и заключается основная идея гра- 
фостатики. 

Предположим теперь, что мы имеем некую стержне- 
вую систему (рис. 25), к верхней точке которой прило- 
жена сосредоточенная нагрузка $. Из статики известно, 
что на точки системы, покоящиеся на опорах А и В, дей- 
ствуют силы реакции, каждая из которых равна 5/2, 
причем их направление противоположно направлению 
силы $. Чтобы вычислить силы, действующие на каждый 
узел конструкции Οἱ, Oo, Оз, Οι, Оз, будем считать, что 
силы, действующие на каждый узел, направлены вдоль 
стержней, сходящихся в данном узле, и уравновешивают 
друг друга. В этом случае каждый узел можно рассмат- 
ривать так же, как ранее мы рассматривали точку О, 
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ΤΟ есть заменить узел замк- 
нутым треугольником, сто- 
роны которого равны дей- 13 
ствующим Ha узел силам. 


Направления сил совпада- 12 
ют с направлениями сходя- 12 23 


Nita 


щихся в данном узле стерж- τς 
ней, ибо силы Действуют 
вдоль стержней. Узел О; Рис. 96. Рис. 97. 


дает треугольник / (рис. 26). 

Его мы можем построить, поскольку одна сторона ($/2)' 
нам известна, а две другие параллельны. стержням О! Оз 
и О!О.. Из треугольника / мы найдем силу [2, действую* 
щую вдоль стержня O,Oo, что позволит построить тре- 
угольник JI (рис. 27), с помощью которого найдем силы, 
приложенные к узлу Oo. Выглядит этот треугольник сле- 
дующим образом (рис. 28). Стрелка 12 в треугольнике 
IT имеет ту же длину, но противоположное направление 
по сравнению со стрелкой 12 в треугольнике /. Действи- 
тельно, в треугольнике / стержень ΟιΌο «тянет» точку Οι 
так же, как точку Op» в треугольнике {, но (no Ш за- 
кону Ньютона) в противоположном направлении. Сло- 
жим теперь треугольники Ги // в одну фигуру и, допол- 
нив ее симметричными фигурами ГУ и У, получим так 
называемый обратный многоугольник Кремоны, соответ- 
ствующий нашей стержневой системе. 
24 Каждому узлу конструкции отвечает 
WSs" «свой» треугольник, длины сторон KOTO- 
рого пропорциональны усилиям, дейст- 
- вующим на узел со стороны стержней. 
Лишь узлу Оз соответствует пятиуголь- 
ник ο пересекающимися сторонами. 
Стрелки в треугольниках направлены 
| против часовой стрелки, а в пятиугольни- 
ке, соответствующем вершине, — по часо- 
$ вой стрелке. (При проведении практиче- 
2° ских расчетов верхнюю часть диаграммы 
можно отбросить, поскольку она симмет- 

рична нижней *.) 


24 * Стрелка 24 на рис. 28 показана дважды: ввер- 
ху и внизу. Этого можно было бы избежать, если 
Рис. 28. ертвовать наглядностью схемы. 
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Пачертательная геометрия, берущая свое начало в 
работах Монжа (1847 г.), старше графостатики. Ее цель 
состоит в TOM, чтобы научиться изображать на плоскости 
относительное расположение тел в пространстве. Для 
решения этой задачи начертательная геометрия исполь- 
зует метод проекций. Каждую точку пространства она 
проецирует‘на две выбранные раз и навсегда плоскости: 
горизонтальную и вертикальную (спроецировать точку 
на плоскость означает опустить из точки перпендикуляр 
на плоскость и вместо самой точки рассматривать осно- 
вание этого перпендикуляра), В результате каждая 
точка Р получает две проекции: О — на горизонтальную 
плоскость и О’— на вертикальную плоскость (рис. 29). 
Плоскости проекций пересекаются по некоторой пря- 
мой —так называемой оси. Поворачивая вертикальную 
плоскость вокруг оси (как бы закрывая книгу), мы MO- 
жем совместить ее с горизонтальной плоскостью. Проек- 
ции О и О’ точки Р займут при этом такое положение, 
что отрезок OO’ будет перпендикулярен оси. Зная обе 
проекции, нетрудно (обратным ходом) восстановить 
точку Р. 

Задачи пространственной геометрии можно решать 
с помощью чертежа, на плоскости, следующим образом. 
Предположим, что требуется провести прямую, прохо- 
дящую через две данные точки δι и Ρο (рис, 30). На 
языке начертательной геометрии это означает, что из- 
вестны проекции точек Ру и Po, а требуется найти проек- 
ции проходящей через них прямой. Пусть Οι un Οἱ — 
проекции одной, а Oo и Oo — другой точки. Если искомая 
прямая проходит через точки Р; и Po, то ее проекция Ha 
вертикальную плоскость должна проходить через проек- 
ции Οἱ и Og точек Py и Py на вертикальную плоскость, 
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а проекция на горизонтальную плоскость — через проек- 
ции О и Og точек Py и Po на горизонтальную плоскость. 
Следовательно, проведя прямую через точки Οἱ η O3}, 
получим проекцию л’ искомой прямой на вертикальную 
плоскость, а проведя прямую через точки Οι и Оз — ее 
проекцию л на горизонтальную плоскость. Значит, за- 
дачу можно считать решенной. 

Разумеется, приведенный пример дает лишь слабое 
представление о Тех важных и нужных задачах, реше- 
нием которых занимается начертательная геометрия. 
Разработанные ею методы позволяют строить проекции 
пространственных тел, находить сечения кривых поверх- 
ностей и т. д., удовлетворять разнообразные запросы 
строительной механики, машиностроения п других прни- 
кладных областей науки и техники. С методом проекции 
тесно связана наука о перспективе и некоторые «род- 
ственные» геометрические дисциплины, что делает 
начертательную геометрию особо важным разделом при- 
Кладной математики. В ряде высших технических учеб- 
ных заведений открыты даже специальные кафедры на- 
чертательной геометрии. И тем не менее начертательная 
геометрия не имеет большого будущего и возлагать на- 
дежд на ее бурное развитие нельзя. Как раздел геомет- 
рии она Целиком входит в синтетическую геометрию, а 
каждая из прикладных областей обычно пользуется 
своим методом, особенно подходящим для тех задач, 
которыми занимается данная область (например, номо- 
графия, графостатика). Внимание, уделяемое начерта- 
тельной геометрии в высшей технической школе, лишь 
отчасти оправдано практическими потребностями и опре- 
деляется в основном традицией. 

Итак, к какому же выводу мы пришли? 

Там, где речь идет о практическом применении тео- 
ретнческих результатов, проведении расчетов или HC- 
пользовании формул, выведенных с помощью чисто ло- 
гических рассуждений, можно и должно применять 000” 
бые математические методы (нередко совершенно не- 
правильно называемые методами прикладной матема- 
тики). Иногда эти методы оказываются столь важными, 
что их выделяют в особые разделы и даже в отдельные 
математические дисциплины. Если речь идет о проведе- 
нии расчетов, то математика не подведет. Не следует 
лишь думать, будто чистая математика ставит себе 
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целью проведение всевозможных расчетов. Мы BHAHM, 
что для этого существуют таблицы, вычислительные ма- 
шины, диаграммы Ἡ механизмы, устройство которых 
весьма сложно. В этой области возможен прогресс. Здесь 
нас ожидают множество интересных и трудных задач. 
Например, можно ли сконструировать машину, которая 
находила бы доказательства утверждений определенного 
тина? Можно ли построить машину, способную решать 
бесконечно много задач? Даже постановка подобных за- 
дач наталкивается на большие трудности, связанные 
хотя бы с тем, что само понятие машины требует стро- 
гого определения. 

Важно также подчеркнуть красоту и научную значи- 
мость некоторых методов (например, графостатики). 
Они наводят на мысль, что есть много других задач ме- 
ханики и физики, которые также можно было бы решать 
графическими методами, если бы... эти методы сущест- 
вовали. Разработка таких методов — увлекательная за- 
дача для математиков, уверенных в своих силах. 


19* 
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В математике нет истинных 
противоречий, 
Гаусо 


VIL ОШИБКИ В МАТЕМАТИКЕ 


Непогрешимосгь математики. — Классификация ошибок. — Анек- 
дот де Моргана. — Ошибка Монтейля. — Ошибка Даламбера. — По- 
иск ошибок. — Опасности, таящиеся в символике. 


Часто можно слышать: «Верно, как дважды два — 
четыре». Те, кто так говорит, разделяют широко распро- 
страненное убеждение в непогрешимости математики. 
Возражать против мнения о том, что математические 
умозаключения являются незыблемыми истинами, было 
бы трудно. Действительно, утверждения, выводимые из 
аксиом и постулатов путем математических рассужде- 
ний, безусловно заслуживают почетного названия науч- 
ных истин. Сомневаться в этом трудно даже тогда, когда 
ничего не понимаешь в математических рассуждениях. 
Однако сейчас речь пойдет об утверждениях лишь ка- 
жущихся, но отнюдь не являющихся математическими, 
пробравшихся в здание науки окольными путями, οὔ- 
манувших бдительность ученых. Мы имеем в виду ΟΠΗ” 
бочные утверждения, не заслуживающие никакого поч- 
тения. Разумеется, математики могли бы присматривать 
и за боковыми входами в храм науки, если бы этих BXO- 
дов не было так много. Ошибочным утверждениям не 
раз удавалось незаметно пробираться в него, и разобла- 
ΗΗΤΡ HX стоило намалых трудов. 

В математической литературе ошибки встречаются в 
изобилии. Один из выдающихся современных математи- 
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ков выразил мнение о том, что половина утверждений, 
публикуемых в многочисленных специальных математи- 
ческих журналах, ошибочна. Быть может, его оценка 
пессимистична. Однако неоспоримо установлено, что 
существуют докторские диссертации, ошибочные OT пер- 
вого до последнего утверждения. Пуанкаре как-то ска- 
зал, что всякий, кому доводилось проверять экзамена- 
ционные работы, знает, сколько труда затрачивает кан- 
дидат, чтобы доказать первое ошибочное утверждение, 
из которого затем он с удивительной легкостью выводит 
как истинные, так и ложные заключения. На первый 
взгляд может. показаться, будто последствия даже од- 
ной ошибки ощутимы во всех уголках здания науки и 
что поэтому ошибки небезопасны, но легко обнаружи- 
ваемы. В действительности же дело обстоит иначе: 
ошибки локализованы. Наука идет своей дорогой, а 
ошибочное утверждение ожидает своей участи. Позднее 
мы попытаемся объяснить, почему так происходит. 

Ошибки возникают от того, что авторы математиче- 
ских работ от спешки, невнимательности или по каким- 
то другим причинам сбиваются с истинного (то есть ма- 
тематического) пути. 

Простейшим примером может служить вычислитель- 
ная ошибка. Уже на этом примере мы видим, что ошиб- 
ка не обязательно связана с ошибкой в исходных пред- 
положениях. Кто-то, складывая длинные столбцы цифр, 
ошибся и не стал осабенно вдаваться в смысл получен- 
ного результата, из которого следовало, что дважды два 
пять. Психология того, кто совершает ошибку, нас сей- 
час не интересует. Мы хотим пока лишь построить клас- 
сификацию ошибок. Тот же самый вычислитель, кото- 
рый ошибся при сложении, не доверяя более себе, за- 
хочет воспользоваться при умножении таблицами и 
вполне может снова ошибиться, на этот раз из-за опе- 
чатки в таблицах. Ясно, что вторая его ошибка сущест- 
венно отличается от первой. 

Условимся для удобства, отнюдь не претендуя на 
исчерпывающую классификацию, различать ошибки, 
кроющиеся в самом доказательстве, и ошибки, «заим- 
ствованные» у предыдущего утверждения, вполне само- 
стоятельного и обособленного. Упомянем еще о третьей 
категории ошибок — так называемых догматических 
ошибках. Эти ошибки возникают «в готовом виде»: их 
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истинность иногда настолько «очевидна», что не требует 
доказательства. 

Ошибки в доказательстве подразделяются на вычис- 

лительные, логические и интуитивные. Мы уже приво- 
дили пример вычислительной ошибки. Следует однако, 
помнить, что механически можно выполнять не только 
числовые, но и алгебраические выкладки. Нетрудно, на- 
пример, ошибиться и вместо знака минус написать знак 
ИЛЮС. 
_ Примером логической ошибки может служить рас- 
суждение, которое приводит в своей книге «Сокровищ- 
ница парадоксов» английский математик и логик де 
Морган. Один квадратурщик (то есть человек, пытаю- 
щийся решить задачу о квадратуре круга) объяснял де 
Моргану свое решение, исходя. из предположения о том, 
что л < 3,1416. После долгих рассуждений он пришел 
к выводу, что nm < 3,1415. Когда же де Морган указал 
ему на то, что он с самого начала принял доказываемое 
утверждение за истинное, квадратурщик в ответ сослался 
на Евклида: если знаменитый автор «Элементов» не раз, 
исходя из ложного предположения, доказывал истинные 
утверждения, то почему бы ему, квадратурщику, не 
взять за отправной пункт доказательства истинное ут- 
верждение, каковым несомненно является отстаиваемый 
им тезис «л < 3,1416»? «Математик», о котором расска- 
зывал нам де Морган, открыто выступил против логики, 
что бывает довольно редко, и не понимал сути доказа- 
тельства от противного. 

Другим примером логической ошибки служит оши- 
бочное определение. Парижская «Эксельсиор» однажды 
сообщила о столкновении между полковником Монтей- 
лем, представившим Академии работу с решением 
древней задачи о трисекции угла, и секретарем Акаде- 
мии математиком Дарбу, отклонившим эту работу. Воз- 
ник спор, в ходе которого Дарбу попросил полковника: 

— Сначала дайте определение того, что Вы назы- 
ваете ‚длиной окружности, а потом мы обсудим Вашу 
работу. 

Ответ Монтейля гласил: 

— Длину не определяют, длину измеряют. 

Поскольку основное понятие было «индефинитным», 
то есть не поддавалось определению, дискуссия не со- 
стоялась. 
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Логические ошибки такого типа, связанные с ΗΘ3Η8- 
нием основ математики, встречаются еще чаще, чем 
ошибки предыдущего типа. Определение длины кривой 
существует и было известно, хотя и не в той форме, как 
ныне, еще в глубокой древности’ и заново сформулиро- 
вано уже в ХХ в. математиками Пеано и Жорданом. 

Измерение — это некое реально производимое дей- 
ствие, неприменимое к идеальным объектам, рассматри- 
ваемым в математике. Небезынтересно заметить, что 
если бы полковник Монтейль, стремясь добиться приня- 
тия своей работы, дал определение длины окружности, 
то Академия могла бы сослаться на знаменитое поста- 
новление от 1775 г., согласно которому все работы о 
трисекции угла и квадратуре круга надлежит отклонять, 
даже не читая. Мотивируя решение Академии, Кондорсе, 
бывший в то время ее непременным секретарем, совер- 
шил ошибку, утверждая, будто невозможность квадра- 
туры круга доказана, поскольку в действительности 
в 1775 г. невозможность квадратуры круга еще не была 
доказана. Однако ошибка Кондорсе отличается от 
ошибки Монтейля тем, что Кондорсе руководствовался 
инстинктом математиков, позволившим ему в 1775 г. 
предвидеть истинность утверждения, доказанного спу- 
стя 100 лет. Монтейль же не хотел понять того, что в его 
время можно было найти в любом учебнике элементар- 
ной геометрин. 

Логическая ошибка в доказательстве может состоять 
в пробеле, или перескакивании, через какое-то звено до- 
казательства. Иногда пробел бывает столь велик, что 
от доказательства ничего не остается. Например, пусть 
кто-нибудь «доказывает» равенство a+b =6 -- а, ссы- 
лаясь на то, что от перестановки слагаемых сумма не 
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изменяется. Совершаемая им логическая ошибка назы- 
вается тавтологией: он лишь повторяет то, что должен 
доказать, и, хотя приводимое им заключение правильно, 
фраза, которую он считает доказательством, в действн- 
тельности таковым не является. 

Даже истинные утверждения, если они слишком оче- 
видны, могут стать источником ошибок в доказатель- 
ствах. Нриведем пример, заимствованный из одного 
школьного учебника элементарной геометрии. Речь идет 
о доказательстве теоремы о том, что две прямые, пере- 
сеченные одной и той же третьей прямой, параллельны, 
если внутренние накрест лежащие углы равны. 

Предположив, что прямые пересекаются в точке С, 
автор учебника накладывает треугольник АВС (рис. 31) 
на левую (относительно прямой АВ) полуплоскость так, 
чтобы точка В совпадала с точкой А, а точка А — с точ- 
кой С, прямая АС идет по направлению прямой ВУ, 
прямая ВС — по направлению прямой AX - (поскольку 
внутренние накрест лежащие углы равны). Точке С 
соответствует при этом некоторая другая точка С” — еще 
одна точка пересечения прямых АХ и ВУ, что противо- 
речит аксиомам геометрии. 

Ошибка этого рассуждения заключается в использо- 
вании недосказанного утверждения: оно молчаливо 
предполагает, что точки С и С’ различны. Приводимое 
рассуждение не исключает того случая, когда точки С 
и С’ совпадают, а это сводит на нет всю его доказатель- 
ную силу. Таким образом, в доказательстве автора 
учебника имеется существенный пробел. Автор исполь- 
зует признак равенства треугольников так, словно у него 
есть 2 треугольника АВС и АВС’, хотя существование 
треугольника АВС’ еще требуется доказать. Впрочем, 
этот пробел легко восполнить. Кроме того, у тех, кто 
прочитает «доказательство», приводимое автором учеб- 
ника, не остается сомнения в правильности утвержде- 
НИЯ. «Доказательство» обладает силой убеждения лишь 
потому, что утверждение теоремы и без всякого доказа- 
тельства отвечает нашей геометрической интуиции. 

В знаменитых «Основаниях геометрии» Гильберта 
имеется набросок доказательства теоремы о двух пря- 
мых, пересекаемых одной и той же третьей прямой. Но 
и там имеется пробел, поскольку Гильберт говорит о 
том, что один угол больше другого, не указав в своих 
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авспомах H определениях, какие углы следует считать 
большими и какие меньшими. Ошибка Гильберта легко 
устранима, ошибка автора учебника. элементарной ге- 
ометрии носит более принципиальный характер. 

Не всегда, однако, использование в доказательстве 
нового принципа следует считать ошибкой. Именно к та- 
кому «новшеству» прибег Паскаль, когда при доказа- 
тельстве некоторого утверждения о коэффициентах би- 
нома Ньютона обратился к принципу полной математи- 
ческой индукции. Выяснилось, что без этого принципа в 
доказательствах многих простейших математических 
теорем имелись пробелы, а сам принцип полной мате- 
матической индукции вошел в математику как один из 
ее наиболее важных методов. 

Латинская поговорка Duo cum fdciunt idem, non est 
idem * применима и к математике. В 1754 г. вышел оче- 
редной том знаменитой французской энциклопедии, в 
котором Даламбер упрекнул всех математиков в том, 
что они неправильно решают следующую задачу из тео- 
рии вероятностей: какова вероятность выпадения при 
двух бросаниях монеты по крайней мере одного герба? 
Все математики рассуждали так: «Возможны четыре 
исхода: герб — герб, герб — решетка, решетка — герб и 
решетка — решетка. Три первых исхода благоприятны. 
Следовательно, вероятность выпадения одного герба со- 
ставляет 3/4». Даламбер считал, что возможны лишь три 
исхода: герб, решетка — герб и решетка — решетка. При 
этом он ссылался на то, что выпадение герба при первом 
же бросании монеты делает излишним второе бросание. 
Поскольку благоприятными являются лишь два первых 
исхода, вероятность выпадения по крайней мере одного 
герба составляет 7/3. 

Ошибка Даламбера интересна тем, что он умыш- 
ленно создал пробел в существовавшем безошибоч- 
ном рассуждении. Даламбер воспользовался тем, что 
в теории вероятностей недостаточно перечислить все 
возможные случаи. Необходимо, чтобы все рассмат- 
риваемые комбинации исходов были равновероятны. 
Комбинации же «герб» и «решетка — герб» не равно- 
вероятны. Когда Неккер из Женевы написал об этом Да 





* Когда двое делают одно и то же, то получается не одно и TO же, 
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ламберу, тот признал замечание обоснованным, но от 
своего утверждения не отказался. 

Приведем пример еще одной ошибки, связанной с не- 
однозначностью языка. Один автор обвинил принцип 
математической индукции в TOM, что 1от «срабатывает» 
не во всех случаях и иногда приводиг к неверным за- 
ключениям. В подтверждение своих слов OH привел та- 
кой пример. Выражение 2.3.5... ‚(21 - ПТ по- 
рождает простые числа при п == 1, 2, 3, но не порождает 
простого числа при n == 4. 

Утверждение этого автора ошибочно, поскольку при- 
водимый им пример индукции не имеет ничего общего 
с полной математической индукцией. Автор совершенно 
прав в том, что неполная индукция, часто используемая 
в естественных науках, не пригодна как средство 0606- 
щения в математике. Ферма предполагал, что при лю- 


бом № число 2-1 простое (см. раздел ТУ). Однако 
Ферма высказал свое мнение в форме гипотезы, по- 
этому его нельзя упрекнуть в том, что он совершил 
ошибку. ` 

Опасности, таящиеся в логике, могли бы склонить 
многих к поиску защиты от ошибок в интуиции. К co- 
жалению, интуиция не раз.сама становилась источником 
новых ошибок. Психология математнческих типов учит, 
что «интуиционисты» * чаще всего опираются на прост- 
ранственное воображение. Интуиционист, например, с 
трудом воспримет доказательство теоремы о том, что 
прямая делит плоскость на две части — для него утвер- 
ждение теоремы более очевидно, чем любое доказатель- 
ство (кстати сказать, именно поэтому теорема была до- 
казана лишь в 1882 г. Пашем). Об этом вряд ли стоило 
бы говорить, если бы пространственное воображение 
иногда не становилось исгочником ошибочных утвержде- 
ний. Так случилось, например, с Вейерштрассом, считав- 
шим, что непрерывная функция не может не иметь 
производной всюду. Ясно, что дурную услугу ему ока- 
зало именно пространственное воображение — интуи- 
тивный образ непрерывной кривой. 





* Имеется в виду деление математиков на логиков и интуициони- 
стов, предложенное А. Пуанкаре (см. стр. 358). Об интуиционизме 
как направлении в современной математике см. книгу А. Гейтинг, 
Интуиционизм, М., изд-во «Мир», 1965. — Прим. перев. 
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Опыт показывает, что интуиционисты ошибаются 
реже, чем логики, и что большинство их ошибок содер- 
жится в доказательствах, а не в утверждениях. Труднее 
всего интуиционисту дается полная дизъюнкция: выбор 
одного из двух взаимоисключающих случаев. В матема- 
тике полная дизъюнкция чаще всего сводится к необхо- 
димости различать два случая: предмет Р либо обладает 
признаком С, либо не обладает признаком С. У ΗΗΤΥΙ- 
циониста всегда наготове геометрический образ, «ΟΟΤΒΟΤ- 
ствующий первому случаю, когда предмет Р обладает 
свойством С. Представить же себе столь же наглядно 
второй случай, когда предмет Р не обладает признаком 
С, интуиционисту трудно, поэтому он старается свести 
полную дизъюнкцию к следующему выражению: «Пред- 
мет Р обладает либо свойством С, либо свойством D, 
либо свойством Е, либо свойством Ё и т.д.» Исчерпав 
все взаимоисключающие признаки, какие только мож!:0 
представить себе в качестве признаков предмета P, ин- 
туиционист вполне искренне будет думать, что перебрал 
вообще все возможные признаки предмета Р. 

Типичным примером ошибок, совершаемых интуицио- 
нистами, может служить формула Эйлера, согласно KOTO- 
рой число ребер ЕЁ, граней F и вершин У любого много- 
гранника удовлетворяет соотношению Е-+ 2 = Е + №. 

В рассуждении, которое привело к этой формуле, не 
учитывалось, что между понятием «многогранник» и на- 
глядным представлением о многограннике, каким оно 
было у Эйлера, имеется различие, поскольку многогран- 
ник не обязательно должен быть односвязным (как, на- 
пример, куб}: ничто не мешает ему быть многосвязным 
(например, иметь форму рамы с отверстием посредине). 
Проводя рассуждения лишь для односвязной модели 
многогранников, Эйлер бессознательно сузил объем по- 
HATHA «многогранник». 

Обратимся теперь к другому типу ошибок, совершае- 
мых в тех случаях, когда в процессе доказательства ис- 
пользуют ошибочное вспомогательное утверждение, за- 
имствованное откуда-то в «готовом виде». Если это 
вспомогательное утверждение можно рассматривать от- 
дельно, то относительно содержащейся в нем ошибки 
можно сказать то же, что и относительно уже разобран- 
ных нами случаев. Однако поскольку речь идет о заим- 
ствовании «постороннего» утверждения, то открываются 
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возможности новых недоразумении, в том числе и та- 
ких, когда вспомогательное утверждение в оригинале 
вполне правильно и лишь позднее либо искажено при 
цитировании, либо неправильно понято. Случан, когда 
математики используют ошибочные утверждения других 
авторов, встречаются редко, поскольку заметить соринку 
в глазу ближнего легче, чем бревно в собственном глазу, 
Ἡ особенности мышления или случайные обстоятельства, 
приведшие к ошибке у одного автора, не повторяются у 
другого. Однако не раз бывало, что даже небольшой 
пробел в доказательстве, заимствованном одним мате- 
матиком у другого, становился причиной ошибки. По- 
этому стало традицией не пользоваться утверждениями, 
доказательства которых неизвестны, и не полагаться на 
авторитеты. Может быть, когда-нибудь наука достигнет 
столь высокого уровня развития, что подобный контроль 
станет просто излишним, однако сегодня он просто не- 
обходим, поскольку позволяет организму науки оста- 
ваться здоровым, несмотря на сотни ошибок. 

Поговорим теперь о том, как следует отыскивать 
ошибки. Для этого обратимся к математическим рабо- 
там, написанным до Вейерштрасса, когда повсеместно 
пользовались геометрическим методом, или к еще более 
раннему периоду, когда открытия в области дифферен- 
циального исчисления следовали одно за другим гораздо 
быстрее, чем выкристаллизовывались фундаментальные 
понятия и определения. Ошибки лучше искать у великих 
математиков, чем у посредственных, поскольку великие 
математики, ставя перед собой более дерзкие научные 
цели, ошибаются не меньше других, но зато их ошибки 
значительно интереснее и гораздо поучительнее. Мате- 
матики меньшего ранга совершают ошибки из-за по- 
спешности, особенно если речь идет о таких ненаучных 
целях, как приоритет, получение награды или научного 
звания. Примером могут служить работы, представлен- 
ные в свое время на соискание премии Ферма. Один из 
немецких журналов постоянно занимался разбором этих 
работ и почти всегда находил в них ошибки. В более 
легких случаях для обнаружения ошибок можно поль- 
зоваться надежными, так сказать, «домашними» сред- 
ствами. Одно из них состоит в том, что общее утвержде- 
нце рассматривается на каком-то частном случае, по 
возможности простом. Другой способ состоит в проверке 
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всех данных, входящих в посылки, без которых исполь- 
зуемое в доказательстве утверждение неверно. 

Поиск ошибок не следует рассматривать как прояв- 
ление дурного характера или придирчивость. Не следует 
упускать из виду, что избежать ошибки необычайно 
трудно и ошибались даже самые выдающиеся матема- 
тики, поэтому в том, чтобы совершить ошибку, нет ни- 
чего позорного. Устранение ошибки, сколько бы раз оно 
ни производилось, оказывает услугу науке. Но есть еще 
одна причина, по которой составление коллекции мате- 
матических ошибок имеет большое значение, в особен- 
ности для тех, кто собирается изучать математику. Та- 
кая коллекция становится одним из наиболее «сильно- 
действующих» средств обучения. Студент, получивший 
задание найти ошибку в той или иной работе и заранее 
знающий, что ошибка там действительно есть, выпол- 
няет самостоятельную работу, приносящую ему нема- 
лое удовлетворение. В то же время он уверен, что, про- 
следив шаг за шагом всю цепь доказательств, непре- 
менно обнаружит «треснувшее» звено. От него требуется 
не изобретательность, а гарантия, что данную ему ра- 
боту он внимательно прочитал и глубоко разобрался в 
ее содержании. 

После того как ошибка обнаружена, возникает вто- 
рая, более трудная задача: ошибку необходимо испра- 
вить. Если ошибка сводится к допущенному автором 
просмотру и имеет несущественный характер, то эту за- 
дачу удается решить без особого труда. 

Наконец, третья задача состоит в том, чтобы постро- 
ить ΚΟΗΤΡΠΡΗΜΕΡ, то есть пример, опровергающий оши- 
бочное утверждение. Контрпример — это некий матема- 
тический объект, обладающий всеми свойствами, пере- 
численными в условии ошибочного утверждения, но не 
согласующийся с его заключением. Контрпример осо- 
бенно наглядно показывает ложность утверждения. 

Как избежать ошибок? 

Прежде всего, не публиковать работы, написанные в 
спешке, и заниматься лишь той областью математики, 
которую основательно знаешь. Доказательства излагать 
только в письменном виде — тогда их легче анализиро- 
вать. Доказательство должно быть как можно более 
полным. Пропуски и скачки допускаются лишь в тех 
случаях, где можно сослаться на общеизвестные леммы, 
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доказанные независимо друг от друга ΜΠΟΙΗΜΗΙ маема+ 
тиками, Доказательства лемм математик должен ясно 
представлять себе (по крайней мере, пока он пишет Ty 
работу, в которой использует эти леммы). Не пользо- 
ваться не доказанными леммами, даже если их утвер- 
ждения кажутся самоочевидными и не вызывающими 
никаких сомнений. Помнить об определениях введенных 
понятий и He пользоваться в доказательстве теми их 
свойствами, которые не указаны явно в определениях. 
Опираться при доказательствах на аксиомы и только на 
аксиомы, перечисленные в сснованиях теории. Прове- 
рять правильность доказываемой теоремы, выводя из нее 
следствия или применяя к уже известным примерам. 
Стараться по возможности упрощать доказательство. 
Перед публикацией доказательство желательно обсу- 
дить с опытными математиками и учесть их критические 
замечания. | 

Иногда утверждению можно придать геометрический 
пли механический смысл; и тогда кроющаяся в нем 
ошибка бросается в глаза. Иногда ошибку удается обна- 
ружить, рассматривая общую теорему на частных слу- 
чаях. Но есть еще один способ, заведомо гарантирую- 
щий успех: полная формализация доказательства на 
манер Расселла или Пеано, тоесть подробное прослежи- 
вание всех его звеньев, записанных с помощью специаль- 
ных обозначений. Это лекарство столь радикально, что, 
как утверждают некоторые (например, Пуанкаре), оно 
не только исцеляет, но и убивает математику. Доказа- 
тельство даже простейших теорем становится столь тру- 
доемким, что его не удается довести до конца. Поэтому 
формальные символы становятся источником новых оши- 
бок — ошибок в обозначениях, так же как любой науч- 
ный прибор становится источником новых инструмен- 
тальных ошибок. Необходимо поэтому соблюдать меру 
и использовать символику лишь там, где можно подо- 
зревать, что без нее мы иепременно допустим ошибку. 
Иначе говоря, при всей изощренности и утонченности 
математического мышления здравым смыслом не сле- 
дует пренебрегать и в науке. 


Вкусив от сладкого плода ма- 
тематики, мы уподобляемся лото- 
фагам, ибо, воспользовавшись ею 
хоть раз, мы не хотим от нее ото- 
рваться и она овладевает нами, 
как цветок лотоса. 

Арастотель 


ΥΠΙ. МАТЕМАТИКА И ЖИЗНЬ 


Математики и псевдоматематики. — Преследования математиков 
при Юстиниане. — Математический талант. — Изучение математи- 
ки. — Разделы математики. — Женщины-математики. — Какой мате- 
матике учить? — Математика как панацея от всех бед. 


О математике и математиках часто можно услышать 
самые нелепые — одно удивительнее другого мнения. На 
то есть свои причины. Дело в том, что математиков в 
собственном смысле слова очень мало, За математиков 
обычно принимают различных псевдоматематиков: всех, 
кому приходится много вычислять, маньяков, погрязших 
в бесплодных и бессмысленных выкладках, обладателей 
дипломов 0б окончании математического факультета 
университета и математиков-любителей. Говоря о людях, 
обладающих «выдающимися математическими способно- 
стями», нередко называют имена, неизвестные в мате- 
матической литературе. В подтверждение столь высокой 
оценки обычно ссылаются на доски, «сплошь исписанные 
сложнейшими выражениями», о способности безошибоч- 
но вычислять «в уме» произведения многозначных чисел, 
о решении сложнейших геометрических задач на пост- 
роение. В этой связи уместно вспомнить, что математики 
редко любят и умеют производить численные выкладки. 
В книжке Бине «Великие вычислители и игроки в шаш- 
ки» анализируются несколько типов вычислителей, спо- 
собных производить, не прибегая к карандашу и бумаге, 
сложнейшие выкладки с многозначными числами, при- 
чем все они не математики. В то же время известно, что 


351 


Гаусс великолепно справлялся с численными расчетами. 
Среди шахматистов математики встречаются чаще, но 
среди чемпионов математиками были лишь Ласкер и 
Эйве. 

о HOnonBaG редкий тип человека. Он не 
только обладает математическими способностями, но Ἡ 
получил специальное образование, позволяющее ему в 
своей работе пользоваться математическим методом, то 
есть самостоятельно находить способы решения матема- 
тических задач, не поддававшихся ранее усилиям других 
людей. Научиться этому невозможно, ибо от математика 
требуется не только усидчивость, но и особый склад 
мышления, умение додумывать не сформулированные в 
явном виде, но тем не менее важные подробности мате- 
матических теорий. Истинных` математиков немного, а 
те, кто их окружает, нередко даже не считают их мате- 
матиками, поскольку их деятельность внешне ничем 
особо не проявляется. Зато «псевдоматематиков» можно 
встретить довольно часто. Одни из них хлопочут о полу- 
чении наград, другие бьются над решением неразреши- 
мых задач, третьи открывают вещи, давно и повсюду 
известные. 

Истинных математиков очень мало, и это вполне объ- 

яснимо. Общество не нуждается в большом числе мате- 
матиков потому, что уже существующие разделы мате- 
матики достаточны для решения подавляющего боль- 
шинства практических задач и дальнейшее развитие 
математики — дело немногочисленной группы истинных 
математиков — ничуть не служит препятствием кудовле- 
творению практических потребностей. Все это приводит 
к тому, что спрос на творческую, чисто математическую 
работу мал, и профессия математика сулит не больше 
материальных благ, чем профессия энтомолога, и усту- 
пает профессиям филолога, поэта, художника и музы- 
канта. 
И все-таки внутренняя потребность в математической 
деятельности у истинных математиков столь велика, а 
приносимое ею удовлетворение и интеллектуальное на- 
слаждение ‘столь значительно, что они продолжали бы 
заниматься любимой наукой даже под угрозой изгна- 
ния, как при римском императоре Юстиниане. 

Малый спрос на истинных математиков служит мощ- 
ным «антиматематическим» аргументом для тех, кто 
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привык все измерять на деньги: «Бидно, не очень это 
важное дело, если за него не платят». Аргумент этот 
нельзя считать столь уж нелепым, а деньги — не худший 
из показателей ценности, даже когда: речь идет об интел- 
лектуальных ценностях. Однако если математическая 
деятельность не ценится, то лишь потому, что плоды ее 
достаются всем бесплатно. Даже если бы математики 
рассуждали как коммерсанты и вздумали скрывать свои 
теоремы (язык He поворачивается сказать о теоремах, 
что их скрывают: теоремы нужно открывать!), то им 
пришлось бы организовать нечто вроде тайного обще- 
ства, объединяющего всех, кто наделен математическими 
способностями. Вряд ли нужно говорить, что математика 
вскоре перестала бы развиваться, ибо наука не может 
развиваться без свободного обмена идеями. 

Работа математика окружена множеством предрас- 
судков. Выражением их служит широко распространен- 
ное пренебрежительное отношение к людям, занимаю- 
щимся вычислениями (хотя читателю уже известно, что 
математика имеет весьма отдаленное отношение ко вся- 
кого рода «калькуляции», основанной на механиче- 
ском — более или менее искусном — использовании давно 
известных правил элементарной арифметики). Одни счи- 
тают математиков людьми сухими, неспособными к твор- 
ческому мышлению, склонными к пустой игре символа- 
ми, другие обвиняют в незнании действительности, не- 
достаточном уровне общего развития, полном невеже- 
стве в вещах, не связанных с математикой, и слепоте ко 
всему прекрасному. 

О символомании мы уже говорили в разделе I. Ca- 
мым важным, по-видимому, следует считать упрек в «не- 
знании действительности». Его следует понимать так. 
Математик, будучи человеком далеким от действитель- 
ности и пребывающим в мире математических абстрак- 
ций, то есть живущим в нереальном мире, либо утрачи- 
вает способность понимать явления окружающего его 
мира, не поддающиеся переводу на язык математиче- 
ских понятий, либо усматривает привычные ему формы 
там, где их нет и в помине, и упорствует в своем за- 
блуждении, либо вынужден отказаться от высказывания 
даже ошибочных суждений о действительности. 

Этот наиболее серьезный упрек следует отклонить 
как несостоятельный ΠΟΤΟΜΥ, что в нем содержится со- 
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вершенно неопределенное понятие ΠΕΗΟΤΒΗΤΕΙΡΗΟςΤΗ. 
Единой, истинной, «реальной» действительности, которую 
можно было бы противопоставить какому-то вымышлен- 
ному миру математических абстракций, не существует. 
С научной точки зрения существование чисел вполне 
обоснованно и достоверно. Если подобный упрек моди- 
фицировать и сформулировать иначе, сказав, например, 
что люди, хорошо ориентирующиеся в математической 
действительности, обычно плохо ориентируются в дейст- 
вительности, данной нам в ощущениях, то тогда его еще 
можно было бы поддержать, но при этом он утратил бы 
свою значимость. Ведь хорошо известно, что люди, зани-' 
мающиеся одним видом деятельности, плохо ориенти- 
руются в чуждой им области, аесли все виды человече- 
ской деятельности равноправны, то упрек, высказанный 
в адрес математиков, утрачивает свою остроту. 
Аналогично можно было бы возразить и на сетова- 
ния по поводу недостаточно высокого уровня общего раз- 
вития математиков. Более того, нельзя не упомянуть о 
нередких примерах математиков, обладавших поистине 
универсальным гением. Достаточно назвать имена Де- 
карта, Паскаля, Лейбница и Пуанкаре, не говоря уже 
об античных ученых. 
Обвинение в слепоте (и глухоте} ко всему прекрас- 
ному относится к восприятию математиками произведе- 
ний изобразительного искусства, музыки и поэзии. Не 
вдаваясь в подробное рассмотрение этого весьма труд- 
ного вопроса, вспомним лишь таких математиков-худож- 
ников, как Дюрер и Леонардо да Винчи, и таких мате- 
матиков-поэтов, как Эдгар Шо. Сами математики счи* 
тают свою профессию своего рода искусством и любят 
повторять слова Кронекера: «Нельзя быть математиком, 
не будучи поэтом». Наблюдения, произведенные в круп- 
ных математических центрах, где работает большое чис- 
ло математиков, свидетельствуют о несостоятельности 
любых попыток установить соответствие между матема- 
тическими способностями личности и какими-то ее ду- 
ховными или физическими особенностями. Среди мате- 
матиков встречаются люди, любящие литературу и ис- 
кусство, и, напротив, Люди, относящиеся ко всему, что 
лежит вне их профессии, равнодушно, люди, обладаю- 
щие литературными и художественными способностями 
и лишенные этих способностей (например, Пуанкаре по 
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праву считался тонким стилистом}, физически сильные 
и слабые, нелюдимые и любящие дружескую компанию, 
не берущие в рот. ни капли спиртного и алкоголики, 
практичные и беззаботные, причем между каждой парой 
противоположных крайностей существует еще целая 
шкала промежуточных типов. 

Принято считать, что для того, чтобы «понимать» 
математику и заниматься ею, требуются особые, «врож- 
денные» способности. Как и прочие предрассудки, это 
мнение не соответствует действительности. При умелом 
подходе любому человеку, обладающему средними спо- 
собностями, можно систематически изложить любой раз- 
дел математики. Если иногда оказывается, что даже 
одаренные выпускники средних школ не оправдывают 
возлагаемых на них надежд и не оканчивают математи- 
ческий факультет, то происходит это из-за высокого тем- 
па лекций, требующих от слушателя умения дополнить 
доказательство. Студент-математик должен помнить и 
уметь применять «сию минуту» определения и теоремы, 
которые встречались ему давно. 

Итак, можно сказать, что занятия математикой тео- 
ретически не требуют особых способностей, но практиче- 
ски такие способности желательны. Если же говорить 
о математическом творчестве, то даже способностей, до- 
статочных для понимания лекций и решения учебных за- 
дач, перестает хватать. Здесь требуется особый дар, как 
бы мы его ни называли: гениальностью, творческой си- 
лой или божественным даром. 

Психологов и философов уже давно интересуют 
внутренние процессы, сопровождающие математическое 
творчество. Из самоанализа математиков (главным об- 
разом из статьи Пуанкаре) следует, что главная часть’ 
творческой работы совершается бессознательно. Не раз 
после многодневных бесплодных проб и усилий счастли- 
вая идея выныривает из мрака бессознательного. Одна- 
ко объединение свободных понятий и отношений в нуж- 
ные комбинации происходит не случайно. Об этом сви- 
детельствуют признания математиков, часто даже во.сне 
продолжающих поиск решения. 

Довольно часто даже у весьма одаренных математи- 
ков наблюдается нежелание, граничащее почти с от- 
вращением, заниматься подготовкой своих открытий к 
печати или систематически излагать новые теории. Уме- 
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ние редактировать и ясно писать математические рабо- 
ты — особый талант, встречающийся, к сожалению, до- 
вольно редко. Правда, такие крупные математики, как 
Евклид, Гаусс, Якоби, Дирихле, Чебышев, Кантор, Пуан- 
каре писали ясно. - 

Мнение о том, будто педагогов-математиков, то есть 
людей, наделенных даром доступно излагать любую ма- 
тематическую теорию, но не ведущих самостоятельных 
исследований, нельзя считать истинными математиками, 
весьма спорно. Сомнения вызывает не только опыт, но 
то обстоятельство, что, желая сделать математическую 
лекцию доступной слушателям (а каждая аудитория 
обладает своим уровнем подготовки), педагог, поль- 
зующийся даже самыми новыми и самыми лучшими 
учебниками, вынужден одни доказательства заменить 
другими, дополнить и переработать их, а это, хотя и в 
небольшом объеме, требует уже творческой работы. Тот 
же, кто лишен способностей педагога-математика, обре- 
чен стать неводьником своих же собственных конспектов 
н рукописей и не сможет удовлетворить запросов слуша- 
телей. 

Изучение математики требует систематической ра- 
боты, рассчитанной на много лет и проводимой под ру- 
ководством квалифицированных преподавателей с ис- 
пользованием лучших учебников. Популярные книги 
позволяют составить лишь общее представление о ΜΔΤ6: 
матике, изучить математику по ним трудно. 

Изучают математику главным образом в университё» 
тах. Занятия делятся на лекции и упражнения. Лекци- 
онный курс посвящен изложению какой-нибудь важной 
математической теории и разбит на отдельные лекции 
так же, как учебник — на главы. Не следует думать, 
однако, будто лектор просто пишет на доске учебник. 
Лекции воспринимаются легче, чем учебник: лектор 
имеет возможность вернуться к намеченному ранее до- 
казательству, дополнить его по мере надобности, дать 
необходимые объяснения слушателям и т. д. Однако 
поскольку лектор следует лишь написанному дома кон- 
спекту, то польза от прослушивания лекции меньше, 
чем от чтения учебника. Кроме того, книга обладает 
перед лекцией тем преимуществом, что не требует 
сосредоточить внимание именно сейчас, в данную 
минуту, поскольку она всегда под рукой. Оба средства 
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математического просвещепия — ледция И впиа — Bod- 
имно дополняют друг друга. 

Упражнения по математике можно разделить на два 
типа: студенты либо решают под руководством препода- 
вателя задачи на применение теорий, излагаемых им на 
лекциях, либо решают более сложные задачи, обра- 
щаясь в наиболее трудных местах за помощью к тому, 
кто проводит занятия. 

Математики-самоучки встречаются редко, но все же 
встречаются. Рассказывают, что Паскаль в возрасте 
-12 лет самостоятельно, не заглядывая ни в какие учеб- 
ники, Доказал первые теоремы геометрии. 

Математики очень любят знакомиться с новыми об- 
ластями знания, беседуя со специалистами. Способ этот, 
несомненно, очень удобен, поскольку позволяет сразу же 
разрешать все сомнения и вопросы. Бесплодная дискус-: 
сия, в которой каждая из сторон, не слушая доводов оп- 
понента, отстаивает свою точку зрения, — чрезвычайно 
редкое явление в математике, и это понятно: матема- 
тики всегда стремятся «докопаться» до сути явления. 

В современной математике специализация давно уже 
стала привычным явлением. Одному человеку не под си- 
лу охватить всю математику в целом. Редко можно встре- 
тить в наши дни математика, который бы одинаково 
-владел синтетической геометрией и теорией функций, 
теорией вероятностей и топологией. Чтобы читатель мог 
составить представление о многообразии современной 
математики, перечислим лишь некоторые из ее разделов: 
математическая логика, теория множеств, теория чисел, 
основания геометрии, алгебра, теория функций действи- 
тельного и комплексного переменного, вариационное ис- 
числение, функциональный анализ, дифференциальная 
геометрия, топология, теория вероятноетей и т. д. 

Немного найдется математиков, которые могли бы 
3 себе сказать, что они досконально знают хотя бы два 
18 названных нами разделов. Более того, со времен 
„Мтейнера пропасть, отделяющая математиков, занимаю- 
‘цихся синтетической геометрией, от остальной части их 
ученых коллег, сильно углубилась. 

Пуанкаре делил математиков на два типа: на логи- 
ков и интуиционистов. Первые в своей работе действуют 
-трого логично, интуиция и пространственное воображе- 
ive у них не играют никакой роли. Вторые «видят» ма- 
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тематические зависимости, а доказательства приспосаб- 
ливают к тому, что видят. Логиками, несомненно, были 
Евклид, Гаусс, Лейбниц, Дирихле и Кантор, интуицно- 
нистами — создатели дифференциального исчисления 
Гюйгенс, Ньютон, братья Бернулли, а также сам Пуан- 
каре. Психологические условия влияют на склонности II 
на выбор внутри математической специальности. Логики 
предпочитают работать в области арифметики, теорин 
чисел, теории множеств и алгебры, интуиционисты — 
в геометрии, теории функций комплексной переменной и 
в приложениях. Встречаются и математики «смешанного 
типа». Однако нет сомнений в том, что современная эпо- 
ха развивается в логическом направлении и современная 
математика отпугивает прирожденных геометров все 
возрастающими требованиями к строгости определений 
и доказательств. 

Весьма спорен вопрос о том, передается ли матема- 
тический талант по наследству. История математики не 
знает случаев, когда сыну великого математика удава- 
лось добиться выдающихся достижений на том же по- 
прище, что и отцу, хотя математическая одаренность 
в семьях крупных математиков встречается довольно 
часто. 

Среди математических звезд первой величины про- 
шлого мы встречаем представителей разных народов: 
немцев Гаусса, Дирихле, Римана, Вейерштрасса, Кум- 
мера, Якоби, Кантора, французов Ферма, Коши, Лаг- 
ранжа, Фурье, Лапласа, Эрмита, англичан Гамильтона 
и Кэли, итальянца Бельтрами, русских Лобачевского и 
Чебышева, венгра Бойяи, норвежцев Ли и Абеля. 

Имена Софи Жермен, Софьи Ковалевской и Эммы 
Нетер служат контрпримером некогда распространен’ 
ного мнения о том, что математика якобы чисто муж- 
ская профессия. 

Изучение математики чрезвычайно ценно с точки 
зрения педагогики. Формальная логика находит в мате- 
матике благодатнейшую почву для упражнений и при- 
меров. Ни одна наука не укрепляет так веру в силу 
человеческого разума, как математика. Возможность 
доказательства любой теоремы исключает любые сло- 
весные ухищрения. В независимости математических 
утверждений от фразы, авторитета, от биографических 
данных исследователя и от «точки зрения» состоит не 
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только Научная, Но и педагогическая ценность матема- 
тики. Оперируя с понятиями, подсказанными здравым 
смыслом, мы отводим математике ответственнейшую 
роль «умственной гигиены». 

Математика учит трезвому мышлению, но и содер- 
жание математических теорий бывает не лишено мисти- 
ческого элемента. Принятое и в наше время название 
«мнимые числа» для обозначения корней из отрицатель- 


ных чисел (например, {= У -—1, = —4 ит. д.) 
указывает на происхождение этого элемента. 
Создатели мнимых и комплексных чисел a-+ δἱ не- 


сомненко считали ИУ -— 1 каким-то числовым уродом, 
обладающим, помимо свойств обычных действительных 
чисел, тем парадоксальным свойством, что его квадрат 
равен отрицательному числу (i? = — 1). Гаусс в 1799 г. 
и за два года до него Каспар Вессель интерпретировали 
комплексные числа, введя на плоскости прямоугольную 
систему координат и сопоставив каждому комплексному 
числу a-+ точку плоскости с координатами а, 6. 
Открытие Гаусса, придав понятию комплексного числа 
строгость, лишило его ( хотя и не полностью) мисти- 
ческого ореола, но лишь предпринятая в ХХ в. критика 
понятия числа обратила внимание на следующее обстоя- 
тельство. Уже дробные числа (например, 3/4, 2/3,...) 
можно определить лишь как упорядоченные пары нату- 
ральных чисел, а иррациональные числа — как множе- 
ства рациональных чисел, то есть множества упорядо- 
ченных пар натуральных чисел. Таким образом, в роли 
элементарных чисел, своего рода «химических элемен- 
тов» арифметики, остаются лишь натуральные числа |, 
2, 3, 4,.... «Натуральные числа создал господь бог, 
все остальное — дело рук человека», — говорил Кро- 
некер. 

Итак, комплексные числа «мнимы» ничуть не больше, 
чем дроби, отрицательные. или иррациональные числа. 
Чудесны не числа, а лишь гениальное открытие их соз- 
дателей. Не следует упускать из виду и το, что для 
древних греков понятие иррационального числа (напри- 


мер, V 2) казалось столь же непонятным, парадоксаль- 
ным и таинственным, как для европейца конца XIX в. 
понятие мнимого числа, а для европейца 1905 г. — поня- 
тие локального времени Эйнштейна, | 
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Люди, далекие от математики, склонны приписывать 
ей непогрешимость, которой она не обладает, и усматри- 
вать в математических формулах своего рода «фило- 
софский камень». Естествоиспытатели не раз пытались 
и пытаются найти математическую формулу, которая 
бы охватила их наблюдения или теорию и придала им 
целостность. Нередко их попытки заранее обречены на 
неудачу. Действительно, если биолог оперирует такими 
расплывчатыми понятиями, как «влияние окружающей 
среды», «наследственность», «раса», «приобретенный 
признак», и обозначает их математическими символами, 
то от этого понятия не становятся точнее. Чтобы мы 
могли применять к каким-то понятиям математический 
метод, необходимо прежде всего построить их аксиома- 
тику, н каждую аксиому (поскольку речь идет о при- 
менимости теории к опыту) подвергнуть сравнению 
с опытом. Проверка аксиом невозможна, если в игру 
входят полностью или даже частично не ‘определенные 
понятия. Часто совершают еще одну ошибку: считают 
«величиной» то, что не поддается измерению. Формула, 
являющаяся отнюдь не конечной целью прикладной 
науки, а лишь средством для описания и понимания 
известных и предсказания новых явлений, становится 
при этом надгробием мысли, на котором следовало бы 
написать: «Торжество науки над здравым смыслом». 
Интересно заметить, что математики таких недоразуме- 
ний не любят и часто предостерегают от переодевания 
нематематического содержания в математический наряд. 

Ясно, что установление математического господства 
над новой областью мысли всякий раз становится не- 
обычайно важным научным достижением, но, чтобы 
расширить границы применимости математики, недо- 
статочно просто вбить колышки с математическими 
надписями. Сначала необходимо полностью выяснить 
основы математизируемой области знания и сформулн- 
ровать строгие определения. 
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МАТЕМАТИКА ВЧЕРА И СЕГОДНЯ * 


По традицин начало каждого учебного года принято 
отмечать торжествами, одним из пунктов которых долж- 
на быть публичная лекция. Я присутствовал на MHO- 
гих таких торжествах, но никогда не слышал, чтобы 
лектором был математик. Обычно эту почетную обязан- 
ность возлагают на гуманитариев, чаще всего на фило- 
софов или историков, реже — на юристов, иногда — на 
биологов, медиков или даже на физиков, но никогда — 
на математиков. Когда уважаемый ректор поручил мне 
выступить с лекцией на торжествах по случаю начала 
нового учебного года, я понял, что старая традиция не 
лишена оснований. Поэтому и название лекции я вы- 
брал такое, чтобы оно понравилось представителям 
гуманитарных наук, если не всем, то по крайней мере 
историкам. Не будучи историком (о чем мне прихо- 
дится лишь сожалеть), я никогда не осмелился бы вы- 
ступать в этом актовом зале на тему о математике 
прошлого, если бы этим летом не встретил одного моло- 
oro зоолога, который задал мне следующий вопрос: 

— Почему теоремы, доказательства которых мате- 
матики находят лишь сейчас, не были доказаны на- 
шими предками? 





* Лекция, прочитанная 6 октября 1958 г. по случаю начала учеб- 
ного года во Вроцлавском университете. — Прим. перев, 
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Сначала я никак не мог понять смысла вопроса, но 
после короткого обмена мнениями загадка выяснилась. 
Мой собеседник видел принципиальную разницу между 
биологией и математикой в том, что в биологии методы 
исследований все время обновляются. Стопло физикам 
сконструировать микроскоп, как биологи взяли его «на 
вооружение». Как только точная механика позволила 
строить микротомы, биологи стали применять новый 
инструмент в своих исследованиях. Открыли химики 
новые красители, и те тоже были пущены в дело. 
По мнению молодого биолога, с которым я беседовал, 
математика не может рассчитывать на такую помощь 
извне, которая в биологии является двигателем про- 
гресса. Поэтому он и удивлялся, что математика за 
истекшие тысячелетия не исчерпала всех возможностей, 
таящихся в известных с незапамятных времен поня- 
THAX, H не стала мертвой наукой, подобно грамматике 
какого-нибудь мертвого языка. 

Сегодня я хотел бы ответить на этот вопрос, кото- 
рому я обязан названием своей лекции, но опасаюсь, 
что поставил себе слишком трудную задачу. Лекция 
о математике, прочитанная перед слушателями, среди 
которых математики составляют незначительное мень- 
шинство, не может рассчитывать на хороший прием 
у аудитории. В этом смысле позиция представителя лю- 
бой гуманитарной профессии лучше хотя бы потому, 
что он разговаривает с аудиторией на обычном языке и 
о понятиях, имеющих конкретные модели. (О том, до 
какой степени неизвестны математические модели, я убе- 
дился из передачи одной уважаемой радиостанции. 
В студии экзаменовали юношу, который не знал, сколь- 
ко ребер у куба. Всеведущий экзаменатор вынужден 
был сам ответить на свой вопрос и любезно сообщил 
экзаменующемуся и всему земному шару, что у куба... 
8 ребер.) 

Впрочем, роль математика незавидна не только в 
том случае, когда ему приходится выступать публично, 
и не потому, что математика сложна и трудна. Причина 
в ином: математика слишком чужда неспециалистам и 
далека от их интересов. Даже физик или химик могут 
скорее рассчитывать на сочувственное внимание неспе- 
циалистов. Bo Вроцлаве есть улица Врублевского. 
Если кто-нибудь спросит, чем заслужил такую честь 
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краковский ученый, то ему могут ответить, что Брублев- 
ский первым произвел сжижение воздуха и что его от- 
крытие применяется на практике в современных холо- 
дильных установках, в которых понижение температуры 
достигается нагреванием аммиака. Может быть, для того, 
кто выслушивает такое объяснение, останутся неясными 
пути, ведущие от эксперимента Врублевского к такому 
парадоксальному следствию из начал термодинамики, 
каким является современная холодильная установка, но 
он поймет, о чем идет речь, и согласится с тем, что 
улица по праву названа именем этого физика. Иначе 
обстоит дело с улицей Банаха. За исключением немно- 
гих специалистов, никто не знает, чем Банах заслужил 
столь высокую честь, а если бы кто-нибудь из прохожих 
спросил об этом у математика, то спрошенный вряд ли 
сумел бы найти слова, Ἀορηπηας пониманию любопыт- 
ного прохожего. 

Представим себе, что наш прохожий, по ‘профессии 
журналист. Не пав духом от постигшей его неудачи, 
журналист решил пополнить свою картотеку вырезками 
_из газет и собрать все доступные сведения, чтобы πο 
возможности быстрее решить, кто и почему имеет право 
называться математиком. Раздел «Мат.» в его карто- 
теке начал быстро расти. Там оказалось официальное 
сообщение о том, что «в текущем году все университеты 
принимали студентов на математические факультеты 
без ограничения числа мест, в то время как число мест 
почти на всех других факультетах было ограниченно». 
Из польского журнала «Космос» наш журналист выре- 
‚ зал корреспонденцию о письме, с которым обратились 
в высокие инстанции учащиеся одной краковской школы 
с просьбой отменить преподавание математики в школах, 
поскольку математика, по их мнению, ни для чего не 
нужна. Может быть, ему на глаза попался комплект 
лондонского еженедельника «Обсервер», и тогда его 
картотека пополнилась объявлениями: фабрик, которым 
требуются математики (читая их, журналист решит, что 
в Англии, по-видимому, мало математиков, раз объявле- 
ния сулят им великолепные условия). Заинтересовав- 
шись, велик ли спрос на математиков в Польше, OH 
обратится к отечественной прессе... и не встретит ни 
одного такого объявления. Зато в приложении к газете 
«Грибуна люду» он обнаружит выдержки из трактата 
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Котарбинского «О хорошей работе» и почерпнет из них 
следующее мнение; «<... Современная тенденция разви- 
тия Личности придает большее значение способностям 
нндивидуума, направленным к повышению его интел- 
лектуального уровня, и отдает предпочтение быстроте 
мышления и знаниям по сравнению со способностями, 
носящими преимущественно характер различных мани- 
пуляций». Мысли, облеченные в столь научную форму, 
заставят нашего журналиста задуматься над тем, какой 
же вывод напрашивается: много ли теперь математиков 
или,.наоборот, мало. 

Решив во что бы то ни стало установить истину, 
журналист возьмется за американскую периодику и на 
страницах одпого из номеров журнала American Mathe- 
matical Monthly найдет статью Р. Э. Гаскелла о прак- 
тике математики. Автор поведает ему, что практика 
существенно зависит от того, для чего, по мнению ши- 
рокой публики, нужны математика и математики. 
«К счастью, — пишет далее Гаскелл, — многие матема- 
тические результаты уже нашли себе рынки сбыта, но 
большинство людей по-прежнему не имеет ни малей- 
шего представления ни о том, что такое математика, 
ни о ее возможностях. Более того, это невежество не 
только распространено, но и представляет собой весьма 
сильную, агрессивную и заразную разновидность неве- 
жества... Одни полагают, будто математику легче, чем 
ругим, запомнить карты, которые «вышли», при игре в 
бридж. Другие не видят разницы между математиком и 
бухгалтером. Инженеры и некоторые специалисты отож- 
ествляют математику с формулами, чертежами, гра- 
иками и вычислительными машинами...» 

Продолжая свои поиски, наш дотошный журналист 
Может случайно наткнуться на заметку о Стефане Ба- 
ахе, помещенную в 1946 г. в «Бюллетене Американ- 
‘кого математического общества». Она невелика по 
›бъему, но имеет прямое отношение к интересующему 
курналиста вопросу и не лишена интереса. В ней не так 
(2K много утверждений, непонятных для неспециалиста, 
10 именно в них кроется ответ на вопрос, почему и по- 
:ыне в каждом математическом журнале можно встре- 
‘ить имя Банаха (потому, что так называемое банахово 
:ространство стало одним из основных понятий и число 
работ, в которых оно используется, все возрастает}, 
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Па страницах математических журналов наш коллекци- 
онер, возможно, встретит и упоминание о теореме Ба- 
наха — Тарского, утверждающей, что шар можно раз. 
делить на несколько частей, из которых затем сложить 
другой шар большего радиуса, чем первый. Теорема 
Банаха — Тарского до сих пор не нашла ни одного при- 
менения и, быть может, не найдет их никогда... И хотя 
у любого физика она вызывает протест, ее можно дока- 
зать с помощью логических рассуждений, исходя из 
аксиом евклидовой геометрии, причем рассуждения этн 
ничем не будут отличаться от рассуждений, неодно- 
кратно использованных другими: математиками... 

Невольно вспоминается вопрос, заданный мне зооло- 
гом. В несколько гротескном виде его можно было бы 
сформулировать так: «Почему Евклид не знал теоремы 
Банаха — Тарского?» 

Евклид был. первым математиком в высоком смысле 
этого слова. Он стал создателем геометрии, той элемен- 
тарной геометрии, которой учили детей римских патри- 
циев греческие учителя, той геометрии, которую до 
недавнего времени в английских школах называли про- 
сто — «Евклид», той геометрии, которую нам всем вбн- 
вали в головы с большим или меньшим успехом, именно 
той геометрии, на отмене которой настанвают краков- 
ские лодыри. 

Заглянем в книги самого Евклида с надлежащим 
почтением, поскольку они написаны за 300 лет до н. 3. 
в Александрии, бывшей в то время центром эллинской 
культуры. По-гречески сочинение Евклида называется 
«Стнохейа», после перевода на латынь его стали назы- 
°вать «Элементы». Начинается оно с определений, затех: 
идут акспомы, которые делятся на две группы. К первой! 
группе относятся коинаи энноэиаи, или общепризнан- 
ные свойства некоторых основных соотнощений. Она не: 
сколько напоминает основания современной теории мно- 
жеств. Вторая группа аксиом начинается с глагола в 
повелительном наклонении айез о, что в переводе озна- 
чает «следует принять» или «примем, что...». Это так 
называемые постулаты. Их введение показывает, что 
Евклид ясно сознавал роль соглашений (типа «усло- 
вимся считать, что...») и даже их неизбежность в осно- 
ваниях геометрии. Пятнадцать книг содержат несколько 
сот теорем, каждая из которых логически следует из 
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определении и аксиом и снаб- 
жена доказательством. Однако 
совершенство евклидовой систе- 
мы выяснила лишь современная - 


математика, и история этого ``. 
открытия поистине захватываю- `` 
щая А 


Еще древним, в том числе ве- 
ликому Птолемею, отцу астроно- 
мни, живщему так же, как и Евклид, в Александрии, не 
нравился постулат о параллельных, гласивший: две пря- 
мые на плоскости, пересекающие одну и ту же третью 
прямую и образующие с ней углы, сумма которых мень- 
ше полного угла, пересекаются между собой. 

Этот постулат, названный позднее XI постулатом, 
древние считали слишком сложным и даже наносящим 
вред «Элементам», поскольку он не был очевидным. 
Неоднократно предпринимались попытки вывести его 
H3 остальных аксиом, но всякий раз внимательные чита- 
тели обнаруживали ошибки, чаще всего сводившиеся 
к замене XI постулата какой-нибудь новой эквивалент- 
ной ему аксиомой. Бесплодные попытки доказать ΧΙ πο- 
стулат Евклида продолжались до начала XIX в., пока 
в 1825 г. трое гениальных людей независимо друг от 
друга не покорили эту ранее недоступную вершину гео- 
метрии. Ими были Лобачевский, Бойяи младший и 
Гаусс. 

Семья Бойяи происходила из Семиграда, откуда и 
переселился в Венгрию — в Марош-Вашаргей — Кашпар 
Бойяи де Бойя. Его сын Фаркаш был необычным и раз- 
носторонне одаренным ребенком. В XVIII в. семиград- 
ская аристократия придерживалась обыкновения посы- 
лать своих сыновей для получения образования в Гер- 
манию. Благодаря помощи семиградских баронов 
обедневший Кашпар также смог послать своего сына 
в Геттинген. Фаркашу исполнился. 2[ год, когда он 
встретился с Гауссом, который был моложе его на 
2 года. Когда мать Гаусса спросила как-то у Фаркаша, 
кем станет ее сын, тот без промедления ответил: «Вели- 
чайшим математиком Европы!» Уже в то время и Гаусс, 
и Бойяи размышляли над XI постулатом. 

Спустя несколько лет Гаусс вернулся в Брауншвейг 
и погрузился в работу, которая охватывала различные 
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разделы математики, механику, теорию электричества, 
астрономию и геодезию. Наградив молодого ученого 
титулом «князя математиков», она не принесла ему ни- 
какого материального вознаграждения и возбудила не- 
довольство родни. Коллега Гаусса Бойяи возвратилея 
в Марош-Вашаргей и, чтобы заработать на жизнь, стал 
профессором математики, а впоследствии и ректором 
одного из местных учебных заведений, по-прежнему под- 
держивая дружеские отношения с князем математиков. 
Бойяи был буквально одержим XI постулатом и пред- 
принимал одну за другой попытки доказать его, но 
вскоре сам же отвергал собственные доказательства. 
В 1804 г. Ф. Бойяи послал Гауссу последний вариант 
работы об XI постулате под названием «Геттингенская 
теория параллельных» с просьбой сообщить отзыв. Гаусс 
вскоре ответил ему весьма дружески и. подробно, что 
сам хотел бы развязать этот гордиев узел, но все его 
усилия пока ни к чему не приводят. Доказательство 
ХГ постулата, содержавшееся в «Геттингенской теории 
параллельных», по мнению Гаусса, также было недо- 
статочным. Ошибка Бойяи состояла в том, что он вос- 
пользовался тем же рассуждением, из которого Зенон 
Элейский вывел свою знаменитую апорию «Ахилл быст- 
роногий не может догнать черепаху». 

У Фаркаша был сын Янош. Из писем Фаркаша к 
Гауссу известно, что 15-летний Янош окончил училище 
в Марош-Вашаргей, знал дифференциальное и инте- 
гральное исчисление и решал сложные задачи по ана- 
литической механике. В возрасте 10 лет Янош играл 
первую скрипку в квартетах, сочинял музыку и, как 
и его отец, был превосходным знатоком латыни. Мечтой 
юного Бойяи было остаться дома и заняться математи- 
кой, но недостаток средств вынудил Яноша обратиться 
за помощью к знакомым. Один из семиградских друзей 
семьи Бойяи вызвался в течение четырех лет вместе 
с платой за учение нести все расходы, если Янош по- 
ступит в Военную академию’ в Вене. Янош Бойяи окон- 
чил академию в Чине подпоручика и стал блестящим 
офицером. Высокий брюнет с темно-голубыми глазами, 
прекрасный наездник, лучший математик не только 
своего выпуска, но и всей академии, искусный фехто- 
вальщик, перерубавший железные крюки одним ударом 
своей сабли из дамаского булата, Янош был предметом 
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неустанных забот отца, в многочисленных письмах пре- 
достерегавшего: сына от дуэлей и женщин. Но еще на- 
стойчивее Фаркаш Бойяи предостерегал своего сына от 
попыток доказать XI постулат. Приведем отрывок из 
его письма, написанного в 1820 г.: «Не становись на этот 
путь — мне хорошо известно, что ему нет конца. Я испы- 
тал на себе эту ночь без дня. Все светлое, вся радость 
моей жизни погасли в ней. Богом тебя прошу, оставь 
в покое теорию параллельных». И через несколько строк 
снова: «Я хотел посвятить себя служению истине, стать 
мучеником, лишь бы избавить человеческий род от этого 
пятна...» В том же письме несколько далышне читаем: 
«Именно в этом корень всех позднейших ошибок и за- 
блуждений». И наконец: «Столбы Геркулеса стоят в тех 
местах. Не делай далее ни шагу, иначе пропадешь». 
Так Фаркаш Бойяи ответил на письмо Яноща, кото- 
рый весной 1820 г. сообщил отцу из Вены о своих пер- 
вых попытках доказать XI постулат. Отцовский запрет 
лишь еще больше подстегнул самолюбие молодого офи- 
пера, решившего любой ценой проникнуть в тайны па- 
раллельных. В 1823 г. он записывает на четвертушке 
бумаги: «...Я открыл столь удивительные вещи, что не 
верю самому себе... Пока я могу сказать только одно: 
из ничего я построил новый, иной мир». Когда Янош в 
1825 г. приехал к отцу в Марош-Вашаргей, абсолютная 
геометрия (как назвал ее Янош Бойяи) уже была от- 
крыта. Затем наступил период разочарований. Во-пер- 
вых, отец никак не мог понять, что существует беско- 
нечно много различных геометрий, удовлетворяющих 
всем аксиомам евклидовой геометрии, кроме ХГ посту- 
лата, н что вопрос о том, истинен или ложен этот посту- 
лат, не имеет смысла, поскольку.как сам постулат, так 
и его отрицание вместе с остальными аксиомами евкли- 
довой геометрии образуют непротиворечивые системы. 
Когда в 1830 г. Яноша перевели из гарнизона в Темеш- 
варе во Львов, он решил воспользоваться посредниче- 
твом отца и отправить работу на отзыв Гауссу, но ру- 
опись пропала. Лишь второй, улучшенный вариант ра- 
оты в 1832 г. достиг Геттингена. Гаусс ответил, что вы- 
оды Бойяи младшего согласуются с его собственными 
ображениями по поводу постулата о параллельных, 
д которым он размышлял в течение последних 30 лет. 
[Меня радует, — добавил Гаусс, — что сын старого друга 
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меня опередил». В письме к другому своему другу 
Гаусс называет Яноша гением первой величины и при- 
знает, что его собственные идеи были далеки от той зре- 
лости, какой удалось достичь Бойяи младшему. Но и 
столь лестный отзыв князя математиков не удовлетво- 
рил честолюбия Яноша. Он не поверил в искренность 
Гаусса и стал подозревать, что его отец выдал старому 
другу тайны геометрии. Столь недостойное подозрение 
отдалило Яноша от обоих подозреваемых, как никто 
другой понимавших проблему параллельных и ее важ- 
ность. Разумеется, в окружении молодого Бойяи не 
нашлось никого, кто мог бы заменить ему Гаусса и отца. 
Янош замкнулся, стал раздражительным, и даже вы- 
звал отца на дуэль. В характеристике, написанной на- 
чальником Яноша, о его поведении говорится следую- 
mee: «...B 1832 г. получил похвальный отзыв на свою 
брошюру от придворного советника Гаусса, одного из 
знаменитейщих математиков... Может исполнять обя- 
занности профессора математики...» И далее: «..скуп 
на слова, драчлив, шумен, избегает общества товари- 
щей-офицеров, к инженерной службе относится без осо- 
бого рвения, прекрасный шахматист...» 

Бойяи вышел в отставку в 1833 г. Его дальнейшая 
судьба — это история одинокого человека, испортившего 
отношения с родными и близкими. Из блестящего офи- 
цера Бойяи превратился в дряхлого чудака, авантю- 
риста, на которого указывали пальцем. Единственной 
отрадой его были скрипка и математика. Когда Янош 
Бойяи умер в Семиграде в 1860 г., никто не знал, что 
скончался один из величайших гениев мысли. 

Говоря о математике, какой она была вчера и какой 
стала сегодня, Фаркаша Бойяп следует считать предста- 
вителем вчерашней математики, а его сына, так же как 
и Лобачевского, открывшего неевклидову геометрию 
одновременно с Бойяи младшим и Гауссом, — предста- 
вителем современной математики. Незнание русского 
языка на Западе привело к тому, что работы Лобачев- 
ского, написанные в Казани, очень поздно достигли Гер- 
мании и других стран Европы. 

На чем же основана неевклидова геометрия? Неев- 
клидова геометрия — это ни доказательство утвсржде- 
ния о том, что через точку вне прямой проходит лишь 
одна прямая, параллельная данной, ни доказательство 
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“утверждения о том, что число прямых, проходящих че- 
рез точку вне прямой и параллельных ей, больше одной. 
В приложении к сочинению своего отца «Тентамен» 
Янош Бойяи доказал, что утверждение о единственной 
параллельной, проходящей через точку вне прямой, 
и утверждение о нескольких параллельных не противо- 
речат остальным аксиомам и что Евклид имел право 
поместить XI постулат среди прочих аксиом геометрии. 
Изъяв XI постулат, мы получили бы так называемую 
пангеометрию. Заменив XI постулат его отрицанием 
(постулатом о неединственной прямой, которую можно 
провести через точку, лежащую вне прямой, парал- 
лельно этой прямой), мы получили бы неевклидову гео- 
метрию Лобачевского — Бойяи. Современная математи- 
ческая логика пошла еще дальше. Ее выдающийся прел- 
ставитель Курт Гёдель доказал, что «пятно на творении 
создателя», о котором упоминал Фаркаш Бойяи, яв- 
ляется свойством, присущим любой системе аксиом. 
Ни одна система аксиом не полна, в каждой системе 
всегда можно сформулировать утверждение, которое в 
рамках данной системы нельзя будет ни доказать, ни 
опровергнуть. 

Почему открытие неевклидовых геометрий, и поныне 
неизвестных даже образованным людям, если только 
они не математики, следует считать решающим в исто- 
рии науки? Стоит ли придавать значение открытиям, 
сущность которых можно с трудом объяснить ничтож- 
ной доле процента всех образованных людей? Элемен- 
тарная геометрия, кодифицированная Евклидом, при- 
вычна. Ее можно преподавать в обычных школах, и зна- 
чительная часть молодежи ее усваивает. Она позволяет 
точно описывать свойства твердых тел и объяснять 
простейшие оптические явления. Интуитивные основы 
сочинения Евклида почерпнуты либо из опыта многих 
иоколений, либо из накопленных в течение жизни зна- 
ний о поведении твердых тел. Аксиомы евклидовой гео- 
метрии — это не что иное, как более строгая формули- 
ровка сведений о пространстве, добытых «на глаз и на 
ощупь». Этим и объясняется, почему неевклидовы гео- 
метрии долгое время пользовались репутацией диковин- 
ных существ, придуманных учеными специально для 
того, чтобы усложнить и затемнить простые и ясные 
вещи. 
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Риман не только существенно развил неевклидову 
геометрию, но и высказал убеждение в возможности 
такой физики, для которой старая геометрия окажется 
недостаточной. Продолжателем идей Римана стал Аль- 
берт Эйнштейн, с готовностью воспринявший неевкли- 
дову геометрию. Так называемая специальная теория 
относительности объяснила эксперимент Майкельсона, 
который показал, что движение Земли вокруг Солнца 
не влияет на оптические явления, наблюдаемые с по- 
мощью системы связанных с Землей линз и зеркал. 
Эксперимент Майкельсона нанес сокрушительный удар 
идее абсолютного пространства. Специальная теория 
относительности произвела в физике такую же револю- 
цию, какую Лобачевский и Бойяи произвели в гео- 
метрии. 

Многое соединяет прошлое с настоящим. Мы бегло 
проследили лишь одну линию, ведущую от Евклида че- 
рез Лобачевского и Яноша Бойяи к современной физике. 
По-видимому, наиболее интересным среди многочислен- 
ных читателей Евклида был Блез Паскаль. Еще в 
раннем детстве Паскаль самостоятельно доказал не- 
сколько евклидовых теорем, за что получил в подарок 
«Элементы» Евклида. В работах Паскаля встречается 
альтернатива esprit de géometrie — esprit de ἴπεςςο *, 
подчеркивающая различие между духом математики и 
духом гуманитарных наук, но сам Паскаль сочетал в 
себе оба начала. 

В молодости Паскаль часто бывал в компании игро- 
ков. В 1654 г. в знаменитом письме, адресованном од- 
ному из бывших компаньонов, Паскаль изложил неко- 
торые идеи теории вероятностей, возникшей первона- 
чально как теория вычисления шансов на выигрыш и 
справедливого раздела ставки в азартных играх. Более 
важное значение теория вероятностей приобрела лишь 
тогда, когда ее применили к совсем иной модели, не 
имеющей ничего общего с игральной костью. Этой мо- 
делью был рой дробинок — так представляли себе газ 
Дж. К. Максвелл, Л. Больцман и М. Смолуховский. 
За полвека, предшествовавшего первой мировой войне, 
эти ученые создали так называемую кинетическую тео- 
рию материи. Утверждения теории вероятностей, ириме- 





* Дух математики — дух изящных искусств (фр.). 
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ненные К мириадам невидимых материальных шариков, 
позволили вывести те газовые законы, которые давно 
были экспериментально открыты физиками. Законы 
эти первоначально были открыты. без всякой матема- 
тики, Из непосредственных наблюдений газа, находя- 
щегося в замкнутом сосуде и подогреваемого или 
сжимаемого поршнем. О чем, собственно, шла речь? 
О проверке термодинамики и механики. Создатели кине- 
тической теории стремились показать, что механика, по- 
зволяющая столь точно описывать движение огромной 
планеты, позволяет с не меньшим успехом предсказывать 
траектории целого роя дробин в замкнутом сосуде. Они 
хотели найти математическое доказательство универ- 
сальности механики Ньютона. Известно, что механика 
позволяет заранее вычислить траекторию снаряда, если 
известны его начальное положение и начальная ско- 
рость, но получить такую информацию о каждой моле- 
куле газа невозможно. Однако поскольку мы не в со- 
стоянии вычислить траекторию каждой из миллиардов 
молекул газа в отдельности (а если бы и могли, то все 
равно не сумели бы извлечь из хаоса чисел никакого 
общего физического закона), то нам не остается ни- 
чего другого, как, воспользовавшись теорией вероятно- 
стей, вычислить средние скорости молекул или средний 
импульс, передаваемый ими поршню, который закры- 
вает газ в цилиндре. Достичь успеха помог так назы- 
ваемый закон больших чисел. Божок, которому покло- 
нялись, перебрался с зеленого стола для азартных игр 
на письменный стол физика-теоретика. Этот божок — 
так называемый «случай». В течение последних 30 лет 
выяснилось, что, исключив столь неопределенное поня- 
тие, как случай, можно далеко продвинуться в построе- 
нии строгой, математической теории вероятностей. Более 
того, возможно теорию вероятностей на радость орто- 
доксальным детерминистам вообще удастся изгнать из 
классической физики, однако в новой квантовой теории 
ее корни уходят значительно глубже. Во всяком случае 
«изгнание» теории вероятностей (так же как и объясне- 
ние, почему это невозможно) — дело математиков. 
Говоря о современной математике, нельзя не упомя- 
нуть о вычислительных машинах. Когда Паскаль по- 
строил свою первую вычислительную машину, это была 
лишь забавная игрушка, поскольку она нигде не нашла 
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себе практического применения. Ee слабои (06Π86οΗ”28Β 
буквальном смысле слова) стороной были... зубья. Bo 
времена Паскаля еще не умели находить контуры зубьев 
передаточных шестерен и поэтому пользовались прими- 
ΤΗΒΗΡΙΜΗ колесиками CO штифтами, расположенными на 
ободе. При быстром вращении колесиков штифты лома- 
лись. Когда научились делать шестерни с циклоидаль- 
ным профилем зубьев, появилась возможность строить 
вычислительные машины, пригодные для использования 
на практике. Но подлинную революцию в вычислитель- 
ной технике произвели не зубчатые шестерни, а элек- 
тронные лампы. 

В вычислительной машине электронная лампа играет 
роль обыкновенного выключателя: она либо пропускает 
ток, либо прерывает его. Ни один выключатель не мо- 
жет менять свое состояние миллион раз в минуту, 
а электронная лампа может, потому что инерция элект- 
ронов ничтожно мала по сравнению с инерцией самых 
лучших механических элементов. Вы спросите, к чему 
такая спешка? По-видимому, такие скорости не нужны 
для расчетов, которые изо дня в день проводятся в 
конструкторских бюро или банках, но они необходимы 
в тех случаях, где требуется проделать необычайно гро- 
моздкие выкладки. Простейшим примером расчетов по- 
добного типа может служить составление таблицы 
стрельб. Нетрудно вычислить, где будет находиться 
артиллерийский снаряд через 1/19 с после выстрела и 
какую скорость он будет иметь с учетом сопротивления 
воздуха. Произведя все расчеты, мы получим четыре 
числа. Пользуясь теми же формулами, по этим четырем 
числам можно найти четыре других числа, определяю- 
щие положение и скорость снаряда еще через 1/1 с. 
Схема вычислений остается неизменной. Повторив все 
операции несколько тысяч раз, мы найдем всю траекто- 
рию снаряда. Поскольку каждому углу возвышения со- 
ответствует своя траектория, для составления доста- 
точно полных таблиц необходимо просчитать сотни 
траекторий. Для решения столь громоздкой задачи нам 
и понадобится быстродействующая машина, способная 
за несколько часов проделать все операции. 

К чему сводится роль математика, имеющего доступ 
к быстродействующей машине? Его насущный хлеб — 
составление программ для решения таких задач, как 
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составление таблицы стрельб. Современные машины 
универсальны, поэтому перед математиком могут воз- 
никать задачи и совершенно иного типа, например со- 
ставление программы, позволяющей машине играть в 
шахматы против живого партнера. 

Современные вычислительные машины служат одним 
из примеров того, как техника оказывает существенное 
влияние на развитие математики, точнее на направле- 
ние, в котором развиваются математические идеи. 
Однако влияние техники не следует переоценивать: 
в отличие от биологии, где приборы имеют решающее 
значение, помощь, оказываемая математику вычислн- 
тельными машинами, — это помощь извне, помощь со 
стороны аппаратуры. Математика же развивается по 
своим собственным, автономным законам, и на вопрос 
нашего зоолога следовало бы ответить, что прогресс ма- 
тематики происходит совсем иначе, чем прогресс есте- 
ственных и гуманитарных наук. Математика разви- 
вается по восходящей линии, минуя все заторы, ее раз- 
витие напоминает развитие живого организма. К тому 
же в математике несравненно явственней, чем в других 
дисциплинах, ощущается, насколько растянуто шествие 
всего человечества. 

Среди наших современников есть люди, чьи позиа- 
ния в математике относятся к эпохе более древней, чем 
египетские пирамиды, и они составляют подавляющее 
большинство. Математические познания незначительной 
части людей дошли до эпохи средних веков, а уровня 
математики XVIII в. не достигает и один человек на 
тысячу. Выяснилось, что, желая превратить первобыт- 
ного человека в математика, мы не можем рассчиты- 
вать на эволюцию. Человеческий мозг нельзя пере- 
строить мановением волшебной палочки. Чтобы из пе- 
ΠΙΕΡΗΟΓΟ человека сделать Паскаля, нам придется снова 
проводить поколение за поколением тернистым путем, 
который нигде нельзя сократить. „В математике нет 
царской «тропы»“, — говорили древние. Но расстояние 
между теми, кто идет в авангарде, и необозримой мас- 
сой путников все возрастает, процессия все растяги- 
вается, и идущие впереди удаляются все больше и 
больше. Они скрываются из виду, их мало кто знает, 
о них рассказывают удивительнейшие истории. Нахо- 
дятся и такие, кто просто не верит в их существование... 
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О MATEMATHYECKON СТРОГОСТИ 


Многие математики уверовали в TO, что строгость — 
философский камень математики, а поскольку ни фи- 
зика, ни другие естественные науки не могут мечтать 
о такой строгости, то математики с презрением отвер- 
нулись от них и философский камень превратился в ка- 
мень обиды. Широкая публика узнала вскоре от оби- 
женных и оскорбленных, что математика ни для чего не 
нужна. Владельцы философского камня не опровергли 
этого мнения. 

Разные люди относятся к математике по-разному: 
одни «активно» ие приемлют ее, другие менее агрес- 
сивны, но редко кто поннмает, чтб такое математика и 
каковы ее реальные возможности. Даже те, кто OTHO- 
сится к математике равнодушно, знают о ней не больше, 
чем дети. Одни убеждены в том, что математики очень 
любят заниматься вычислениями, выучивают наизусть 
таблицы логарифмов и соревнуются в быстроте счета 
с вычислительными машинами. Другие считают, матема- 
тику «философией», чем-то вроде числовой магии, озарен- 
ной мистическим отблеском бесконечности и утратившей 
всякий контакт с бухгалтерской арифметикой — един- 
ственной отраслью математики, имеющей, по их мнению, 
практическое значение. 

Существует и третья разновидность людей, имеющих 
о математике превратное представление. Они рассмат- 
ривают математику как разновидность пасьянса. В под- 
тверждение своей точки зрения они могли бы сослаться 
на авторитет профессора Сорбонны Лорана Шварца, 
опубликовавшего в свое время статью «Тенденции со- 
временной математики». Взгляды профессора Шварца 
не новы. Они давно известны математикам моего поко- 
ления и принесли немало вреда. 

Уже во введении Лоран Шварц заявляет, что «ныне 
математика обрела независимость, и лишь традицион- 
ная манера изложения хранит черты того, чем матема- 
тика была еще недавно, — чем-то вроде эксперимен- 
тальной физики». И далее «Математика — наиболее 
абстрактная и в то же время наиболее независимая от 
внешнего мира наука, поэтому говорить о современной 
математике с нематематиками практически почти не- 
ВОЗМОЖНО...» 
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Тот, кто уверует в тезис профессора Шварца, вы- 
нужден будет прийти к заключению, что лишь современ- 
ная математика в полной мере заслуживает свое назва- 
ние, вчерашняя математика может называться матема- 
тикой с известной натяжкой, а математиков, чьи имена 
мы назвали выше, вообще следует лишить этого титула 
так же, как алхимиков — права называться химиками, 
а астрологов — астрономами. 

Каждый согласится, что экспериментальная физика 
и другие естественные науки принципиально отличаются 
от математики. Действительно, если кто-нибудь взду- 
_мает доказывать теорему Пифагора, измеряя линейкой 
стороны прямоугольных треугольников, и после множе- 
ства измерений заявит, что сумма квадратов катетов 
равна квадрату гипотенузы с средней ошибкой 0,3%, то 
и по методу, и по результату его занятие в одинаковой 
степени можно назвать экспериментальной физикой. Но 
Шварц имеет в виду нечто иное. Он говорит, что 
с древности и до нашего времени те, кто занимался гео- 
метрией, применяли метод, который пользовался репу- 
тацией строгого, но в действительности таковым не яв- 
лялся, да и не мог быть, ибо при доказательстве утверж- 
дений о свойствах геометрических объектов использова“ 
лись кое-какие наглядные геометрические свойства этих 
объектов. Но разве не греческие ученые Пифагор, Платон 
и Евклид CO всей определенностью отвергли попытки 
экспериментального «нащупывания» геометрической 
истины? Разве не они приписывали ей высшую степень 
объективности в отличие от наших ощущений, подвер- 
женных иллюзиям и создающих у каждого ежиминутно 
меняющийся образ внешнего мира? Можно ли вообще 
найти лучшее алиби, чем то обстоятельство, что никто 
из тех «физиков-экспериментаторов», о которых говорит 
Лоран Шварц, не открыл ничего нового в физике? 

Желая разобраться в том, что имеет в виду Лоран 
Шварц, говоря о математической строгости, обратимся 
к эпохе, которую он явно считает критической — к концу 
XIX в. «Плоская замкнутая и несамопересекающаяся 
кривая делит плоскость на две области так, что всякая 
непрерывная дуга, соединяющая точку, лежащую в од- 
ной области, с точкой, лежащей в другой области, пере» 
секает эту кривую» — до 1892 г. это утверждение счита» 
лось очевидным, Лищь в 1892 mR Камиль Жордан 
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(профессор Эколь Политехник) понял, что свойство 34aM- 
кнутых кривых, о котором говорится в этом утверждении, 
составляет содержание особой теоремы и, следовательно, 
требует доказательства. Однако в предложенном самим 
Жорданом доказательстве имелись пробелы, и лишь в 
1902 г. Веблен дополнил рассуждения Жордана. Для 
профессора Шварца предшественники Жордана, кото- 
рые, не задумываясь, писали: «Пусть С — произвольная 
замкнутая кривая, а У — область, заключенная внутри 
С» — не были математиками, поскольку непосредствен- 
но из очевидного свойства замкнутой выпуклой кривой 
делали заключение о существовании области У, но зато 
математиком был Веблен. То, что Шварц называет стро- 
гостью, начинается, по-видимому, с Гильберта, который 
впервые поставил вопрос радикально: запретил усмат- 
ривать в геометрических понятиях (например, точка, 
прямая и т. д.) и в геометрических отношениях (напри- 
мер, «точка Р лежит на прямой») какой-либо смысл, 
кроме того, который в явном виде сформулирован в ак- 
сномах и определениях. После выхода «Оснований гео- 
метрии» Гильберта стало анахронизмом ассоциировать 
с понятиями «точка», «прямая», «плоскость» и т. п. свой- 
ства, подсказываемые рисунком или пространственным 
воображением, и те, кто нарушает запрет, «перестают 
быть математиками в современном значении этого слова». 
Но у Гильберта были предшественники. Еще в середине 
XIX в. (и, следовательно, за 50 лет до появления «Осно- 
ваний геометрии» Гильберта) Риман проанализировал 
гипотезы, лежащие в основании геометрии, в работе, ко- 
торая содержала первые ростки идей теории относитель- 
ности, развитых в начале нашего века Альбертом Эйн- 
штейном. В открытии неевклидовой геометрии Римана 
на четверть века опередили Лобачевский и Янош Бойяи. 
Из писем Гаусса следует, что идеи неевклидовой гео- 
метрии не были чужды и ему. Чтобы понять, каким 
образом существуют различные геометрии, необходимо 
согласиться с допустимостью различных аксиоматиче- 
ских систем. Каждая из таких систем сама по себе не- 
противоречива, но содержание аксиом ‘одной системы 
противоречит содержанию аксиом другой системы. Если 
бы предшественники Гильберта верили в существование 
«истинного» геометрического пространства и в то, что 
точки, прямые и плоскости этого пространства обладают 


378 











свойствами, которые следует изучать, а не нарушать 
произвольно декретами, известными под названием 
аксиом и лишенными «материального» значения, то они 
никогда не открыли бы геометрий, отличных OT евкли- 
ποβοή. | : 

Свою точку зрения Лоран Шварц формулирует пре- 
дельно ясно: «...Математик прежде всего должен при- 
нять некоторое число аксиом, служащих в известной 
мере правилами игры. Из этих аксиом математик вы- 
водит теоремы, которые строго доказывает. Так, шахма- 
тист сначала устанавливает совершенно произвольные и 
не поддающиеся доказательству правила игры в шах- 
маты и лишь затем обретает возможность разыгрывать 
партию...» 

Но разве так поступал праотец геометров Евклид? 
Открыв книгу У. Демпиера «История науки» (глава 
«История точных наук»), мы прочитаем следующее: 
«Евклид из Александрии (около 300 г. до Η. 9.) собрал, 
развил и систематизировал существовавшие геометриче- 
ские знания. Из немногих аксиом, принятых за очевид- 
ные свойства пространства, он, опираясь на законы ло- 
гики, вывел чудесную цепочку теорем методом, который 
вплоть до нашего времени оставался единственно при- 
знанным». И действительно, до конца. ХХ в. элемен- 
тарную геометрию в английских школах называли просто 
«Евклид». Александрийский мудрец сформулировал в 
начале своей книги «правила игры» и неукоснительно 
придерживался их. Почему же профессор Шварц столь 
немилостив к Евклиду, что даже не удостоил его звания 
математика? Прочитаем еще раз то место из книги сэра 
Уильяма Демпиера, где он кратко описывает основные 
особенности сочинения Евклида: «...Из немногих аксиом, 
принятых за очевидные свойства пространства...» Даль- 
ше читать не нужно, ибо и этих слов достаточно, чтобы 
дисквалифицировать одного из величайших ученых. 
Евклид верил, что идеальным прямым и точкам, о кото- 
рых говорится в его аксиомах и теоремах, соответствует 
некая реальность. Если бы он знал, что аксиомы можно 
выбирать, заменять, придумывать и переопределять, то, 
вероятнее всего, отверг бы науку как игрушку, недостой- 
ную философа, но на свое счастье Евклид не дожил до 
эпохи Бельтрами и Гильберта. Геометрия по-грече- 
ски означает «измерение земли». Это первоначальное 
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значение слова далеко от всякой игры, даже от игры. 
в шахматы или в математические доказательства. 

Что же такое пресловутая строгость, тот философ- 
ский камень, который был найден лишь в наше время? 
Мы отнюдь не склонны пренебрежительно относиться 
к строгости! Сколько раз легкомысленное игнорирование 
сомнительных деталей доказательства со стороны мате- 
матика, полагающегося на свою интуицию, приводило к 
совершенно ошибочным результатам: выяснялось, что 
столь легко восполнимые (на первый взгляд) элементы 
в логической цепочке не удается ничем заменить, по- 
скольку сам доказываемый тезис ложен. Умение форму- 
лировать истинные утверждения, а затем находить их 
доказательства составляет исключительную привилегию 
выдающихся мастеров «математического цеха», но иони 
не злоупотребляют своим даром, а подвергают выска- 
занные утверждения проверке доказательством и лишь 
потом провозглашают их математическими‘ ΗΟΤΗΗΔΜΗ: 

Математическая строгость в том виде, как ее пони- 
мает профессор Шварц, несомненно является достиже- 
нием нашего времени. Это открытие аналогично тем, 
которыми гордятся другие науки, например биология, 
в особенности такой ее раздел, как биохимия. Давно 
известно, что химические процессы, происходящие в жи- 
вом организме, обладают спецификой и, следовательно, 
принципиально отличны от тех, которые происходят в 
неживой материи. Правда, еще в прошлом веке Геннель 
синтезировал искусственный этиловый спирт, а Велер — 
искусственную мочевину, однако неизмеримо более 
сложный химизм живых существ по сравнению с жал- 
ким уровнем явлений, которые удалось воспроизвести 
in vitro, то есть в пробирке, наполненной стерилизован- 
ной материей, вплоть до ХХ в. поддерживал веру в дуа- 
лизм химии, и было бы трудно указать день и час, когда 
эта вера уступила место пониманию того, что есть лишь 
одна химия, хотя за сотни лет до этого появились фило- 
софы, провозгласившие единство материи. Аналогично 
обстояло дело и с обоснованием математики с тем лишь 
различием, что эволюция взглядов началась еще в древ- 
ности. Греческая математика достигла уровня строгости, 
остававшегося непревзойденным до ХХ в. Известные 
сткрытия, происшедшие во второй половине XVII в. и 
положившие начало так называемой высшей матема- 
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THKe, He были связаны с обоснованием фундаменталь- 
ных положений и очищением математического метода от 
нестрогости. Никто не ощущал потребности в «устроже- 
нии», ибо в элементарной математике, унаследованной 
от греков, никто из тех, кто шел вслед за Евклидом, не 
встретил противоречия. Декарт, Лейбниц и Ньютон, 
Гюйгенс и братья Бернулли, Иоганн и Яков, обязаны 
своим гениальным открытиям умению читать в книге, 
доступной взору, но не разумению каждого. Называется 
эта книга ДЕЙСТВИТЕЛЬНОСТЬЮ, но лишь избран- 
ным дано понимать ее язык. Именно склонный к логике 
Лейбниц ввел в математику через понятия дифферен- 
циала и бесконечно малой величины нестрогость, чрева- 
тую весьма опасными последствиями. Парадоксы, свя- 
занные с этими понятиями и с суммированием бесконеч- 
ных рядов, перестали беспокоить ученых лишь BO второй 
половине XIX в. Ньютон тоже не заботился о строго- 
сти. Пользуясь методами дифференциального и инте- 
грального исчисления, Ньютон и его последователи за- 
воевывали новые области дифференциальной геометрии, 
анализа, механики твердого тела и жидкости, и у них 
просто не было времени заботиться .об обосновании каж- 
дого сделанного шага (так же как открыватели новых 
земель редко останавливаются перед юридическим обо- 
снованием причин своего вторжения на чужую террито- 
рию). Своим ученикам, которые никак не могли понять 
основ. дифференциального исчисления, Лагранж гово- 
рил: «Только вперед! Смелее! Вера придет потом!» Пред- 
принятые им самим попытки обосновать новое исчисле- 
ние окончились неудачей, HO Коши уже умел правильно 
оперировать понятиями предела и сходимости, а Риман 
построил строгую теорию определенного интеграла и 
ввел современное определение функции как соответствия 
между множествами чисел х и у, отказавшись от рас- 
плывчатого понятия функции как аналитического вы- 
ражения. Сегодня нам кажется удивительным, что Коши 
и Риман, бывшие одновременно творцами и критиками, 
не ощущали потребности в точном определении понятия 
действительного числа. Вскоре после Римана заблистал 
Вейерштрасс, и поныне оставшийся непревзойденным по 
строгости. Именно он был первым, кто правильно до- 
казал, что непрерывная функция, всюду отличная от 
нуля, должна везде иметь один и тот же знак. И лишь 
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в 1888 г. Дедекинд создал современную теорию действ 
тельных чисел, удовлетворяющую всем требованиям ло- 
гической строгости. В наше время эти открытия принято 
излагать в обратной последовательности: от сечений Де- 
декинда через теорему Вейерштрасса к интегралу Ри- 
мана и равномерной сходимости Коши. Какую же дату 
должен считать переломной историк математики? Когда 
математика вдруг перестала быть «чем-то вроде экспе- 
риментальной физики» и превратилась в игру по раз н 
навсегда установленным правилам, причем таким, смысл 
которых недоступен для всех, за исключением узкого 
круга посвященных? 

Посвященные тесным кольцом окружают источник 
строгости, под которым виднеется подпись БУРБАКИ. 
Это коллективный псевдоним группы французских ма- 
тематиков, систематически излагающих анализ от самых 
основ с соблюдением всех ‘требований современной стро- 
гости, то есть той строгости, которую рекомендует нам 
в качестве образца профессор Шварц в своей статье. 
Этот священный «орден» на протяжении многих лет 
с удивительной настойчивостью и последовательностью 
закладывает камень за камнем фундамент под здание 
современной математики. Да, да, я не оговорился. Зда- 
ние стоит, а они кладут под ним фундамент! 

Профессор Шварц не ограничился постулатом пол- 
ной и явной кодификации математики. Помимо этого по- 
стулата, он сформулировал постулат свободы творче- 
ства: любая система аксиом хороша, каждая система 
определяет свою игру, следует лишь выбрать ту, кото- 
рая больше нравится, и разыгрывать интересные пар- 
тии — вот тогда человек и становится истинным матема- 
тиком! Сравнение математики с шахматами небезопасно 
для тезиса Шварца, пользующегося этим сравнением 
лишь для большей наглядности в переносном смысле. 
Небезопасно же оно потому, что игра с четко установ- 
ленными правилами по самой идее тезиса служит не 
сравнением и не риторической аналогией, а самым на- 
стоящим примером. Действительно, правила игры в шах- 
маты можно рассматривать как непротиворечивую си- 
стему аксиом, каждую концовку, например пятихо- 
довку, — как математическую задачу в смысле Шварца, 
решение пятиходовки можно считать доказательством 
теоремы о TOM, что позиция на шахматной доске дей- 
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ΕΙΦΗΤ.ΦΡΗΠΟ пятиходовка, TO есть существует метод игры 
для белых, который независимо от ответных ходов чер- 
ных не позже чем на пятом ходу белых приводит к их 
выигрышу, и одновременно не существует метода игры 
для черных, который бы независимо от ходов белых по- 
зволил бы черным продолжать игру до пятого хода 
_ включительно. При такой точке зрения всех шахматных 
композиторов — авторов концовок — нельзя не признать 
творчески мыслящими математиками в смысле Шварца. 
Как известно, этой «математической» теории нельзя от- 
казать ни в эстетической ценности, ни в том, что она вы- 
держала проверку временем. Нельзя отрицать, что эта 
игра интересна и имеет много любителей во всем мире. 
Строгость ее правил безупречна. Никому и в голову не 
придет попытаться выводить утверждение о том, что 
в любом начальном положении король и ладья обла- 
дают преимуществом по сравнению с изолированным 
королем, из внешних свойств фигур, то есть из их формы 
и материала. Следовательно, в шахматах нет и следа 
«экспериментальной физики». Недостает им лишь одной 
существенной черты: о них можно говорить с самым ши- 
роким кругом людей, и даже непосвященные не видят 
в них ничего сверхъестественного, однако этот недоста- 
ток в действительности следует считать достоинством 
шахмат (если только Шварц не причислит недоступ- 
ность к числу наиболее существенных черт матема- 
тики — впрочем, мы отнюдь не собираемся приписывать 
ему такие намерения). В то же время каждому известно, 
что научное значение самой изящной шахматной пяти- 
ходовки равно нулю по сравнению с научным значением 
самой скромной теоремы элементарной геометрии, по- 
тому что игра, известная под названием геометрии, — это 
столкновение человека с окружающим миром, и каждая 
победа, одержанная в этой игре, имеет непреходящее 
значение для всего человеческого рода. 

Во введении к книге В. Феллера «Введение в теорию 
вероятностей и ее приложения» утверждается следую- 
щее: «В каждой дисциплине мы должны заботиться 
о различении трех сторон теории: а) формального’ логи- 
ческого содержания; 6) интуитивных представлений; 
в) приложений». Мне кажется, что сторонники Шварца 
сводят всю математику лишь к одному из этих трех 
аспектов, а именно к формальному логическому: содер- 
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жанию. Б эпоху специализации по каждому предмету 
существует свой эксперт. В вопросах строгости экспер- 
тами являются логики. Каждый, кому приходилось 
иметь дело с современными логиками, знает, как тща- 
тельно они стремятся отделить то, что говорится на 
языке, термины которого определены системой аксиом, 
от того, что говорится о самой системе (утверждения 
последнего типа не принадлежат к нашей системе ак- 
спом, и основанная на ней теория не несет никакой от- 
ветственности за такие утверждения). Таким образом, и 
наше представление о геометрии, и то, что думает о ней 
Шварц, лежит за порогом геометрии и лишено математи- 
ческой санкции. К вещам, лежащим вне системы, то есть 
вне формализованной математической теории, прежде 
всего следует отнести предмет теорни, о которой система 
ничего не говорит. Профессора Шварца не интересует 
предмет математики и еще-в меньшей степени ее инту- 
итивный фон и приложения, которые Феллер’ считает 
равноправными с формальной конструкцией математи- 
ческих теорий. Историческое развитие математики под- 
тверждает первенство предмета: прямые, точки и пло- 
скости существовали до того, как появилась геомет- 
рия, — не те прямые, точки и плоскости, которые имел 
в виду Гильберт, а реальные прямые, точки и плоскости, 
которые учитель демонстрирует своим ученикам, ука- 
зывая на ребра, вершины и грани куба, сделанного из 
дерева или стекла. Именно они составляют предмет ге- 
ометрии, и обладают приматом перед теорией так же, 
как розы — перед ботаникой и звезды — перед астроно- 
мией. Интуитивным фоном геометрии служат «естест- 
венные» знания об этих моделях, частично накопленные 
в детстве при непосредственном столкновении с такими 
моделями или подобными им предметами, а частично 
переданные по наследству, то есть врожденные. Именно 
благодаря этому обстоятельству теория, то есть евкли- 
дова геометрия, применяется при измерении площади 
земельных участков, проведении границ и ориентации 
на суше и на море, если говорить лишь о наиболее древ- 
них применениях геометрии. Современная геометрия 
умеет создавать другие теории, замкнутые в себе и не- 
противоречивые, но далекие от интуитивного фона и 
всяких приложений (если не считать приложениями ис- 
пользование этих теорий в других, столь же искус- 
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ственных теориях). Передо мной на столе лежит книга 
японского математика Фумимото Маэды. Из предисло- 
вия к ней видно, что ему удалось построить бесконечно- 
мерную геометрию, аналогичную обычной проективной 
геометрии, но без точек и прямых. Нельзя ограничить 
полет математической фантазии: если разрешается 
играть в шахматы, то трудно запретить создание геомет- 
рии без точек и прямых. Кстати сказать, теория Маэды 
обладает эстетической ценностью, хотя здесь уместно 
вспомнить слова Шварца: о красотах бесконечномерной 
геометрии японского математика можно рассказывать 
лишь узкому кругу посвященных. 

Однако открытия, имеющие непреходящее значение, 
‘происходят иначе. Как, например, возникла топология? 
Листинг в 1847 г. заметил, что тонкостенная резиновая 
трубка отличается от квадрата из тонкой резины суще- 
ственнее, чем квадрат от кружка: квадрат, нигде не раз- 
рывая его, можно растянуть так, что получится кружок, 
а превратить трубку в квадрат можно, лишь разрезав 
ее вдоль образующей. Эти соображения были положены 
в основу новой классификации геометрических тел. Раз- 
вивая свои идеи, Листинг (1858 г.) обнаружил новый 
ранее неизвестный объект — так называемый лист Me- 
биуса (названного в честь математика, открывшего его 
одновременно с Листингом). Листинг с жаром погру- 
зился в исследования, и ему даже в голову не пришло, 
что он должен начать с системы аксиом новой геометрии. 

А как поступает сам автор статьи о тенденциях со- 
временной математики, когда он занят поисками чего-то 
нового? В математическом мире Лоран Шварц снискал 
широкую известность своей теорией обобщенных функ- 
ций — понятия, служащего обобщением понятия произ- 
водной, или, если говорить на физическом языке, плот- 
ности массы и скорости движения. Вопрос этот далеко 
не праздный, поскольку, например, движение микроско- 
пически малых взвешенных частиц, известное под Ha- 
званием броуновского движения, происходит следующим 
образом. Частицы двигаются по ломаным, каждый от- 
резок которых мог бы продолжаться до бесконечности, 
если бы внезапно, в какой-то конечный момент времени, 
не был «переломлен». Обычной производной недоста- 
точно для описания скорости частицы, но, как показал 
Урбаник, движение частицы удобно описывать, если 
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воспользоваться понятием обобщенной функции Шваря 
ца. Отсюда видно, что Шварц как истинный математик 
умеет ставить естественные задачи, то есть такие, кото- 
рые подсказывает природа или достаются нам по на- 
следству от наших великих предшественников, и отнюдь 
не собирается играть в какую-то вымышленную игру, 
состоящую неизвестно в чем и неизвестно против кого. 

Современную строгость математических исследова- 
ний можно было бы сравнить с асептикой в хирургни. 
Хотя сегодня ни один хирург не пожелает оперировать 
иначе, тем не менее смешно утверждать, будто до того, 
как открытие Пастера показало, где скрывается при- 
чина высокой смертности хирургических больных, не 
было виртуозов скальпеля. Асептика как таковая не 
входит в число задач хирурга, а лишь является одной 
из гарантий успешного исхода хирургической операции 
(так же как и строгость в _математике). Цель оператив- 
ного вмешательства и его характер определяются иными 
соображениями,. имеющими с асептикой мало общего, 
H забота об асептике поручается вспомогательному пер- 
соналу. 

Многие математики охотно обращаются к эстетиче- 
скому критерию. «Это красивая теория», — говорят они. 
Однако красиво то, что понятно. Изящный результат 
должен быть достаточно общим, чтобы его можно было 
применить к известным, а не специально придуманным 
примерам, и в то же время не столь общим, чтобы стать 
тривиальным. Именно таким качеством — соразмер- 
ностью общности и нетривиальности — обладают есте- 
ственные, то есть продиктованные самой природой тео- 
рии. Евклиду его геометрию, несомненно, подсказала 
природа. Нетрудно привести и другой пример: что мо- 
жет быть естественнее созданной Понселе проективной 
геометрии! Однако изящны не только две названные 
теории. Никто не отрицает красоту теории Галуа, позво- 
лившей решить задачу о разрешимости в радикалах ал- 
гебраических уравнений пятой степени. Алгебраические | 
уравнения естественно возникли при попытке «обратить» 
многочлены. В свою очередь многочлены появились как 
естественный продукт арифметических действий: умно- 
жения и сложения. Разумеется, говоря о красоте той 
или иной математической теории, мы отнюдь не ссы- 
лаемся на несуществующий абсолютный критерий кра- 
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&0ты или на какое-то объективное понятие «естествен- 
ного». Мы лишь напоминаем, что субъективные крите- 
рии, возникающие на основе понятий прекрасного и 
естественного, оказывают более сильное влияние на вы- 
бор направления математических исследований, чем 
принцип абсолютной строгости. 

Приведенные примеры имеют к рассматриваемой 
нами теме еще и то отношение, что напоминают нам об 
одном важном обстоятельстве. Математика никогда не 
существует в «готовом виде»: одни ее разделы разви- 
ваются и растут, другие — отмирают. Она представляет 
собой органический продукт народов и сообществ, а не 
случайной игры чьего-то каприза, как следовало бы 
сжидать, если бы математики, придерживаясь совета 
профессора Шварца, «вводили произвольные правила 
игры и затем разыгрывали партии в соответствии с этими 
правилами». Грех профессора Шварца заключается не 
только в том, о чем он поведал нам в своей статье, но 
и в том, что он обошел молчанием. Математика столь 
же естественна, как речь, ремесло, музыка или умение 
человека обрабатывать землю. Естественные организмы 
подчиняются биогенетическому закону Геккеля: эволю- 
ция отдельной особи повторяет в малом эволюцию рода. 
Этим обстоятельством и обусловлена невозможность 
учить математике по книгам Николая Бурбаки, πο- 
скольку они не позволяют ученику познать ту матема- 
тику, которая является: «чем-то вроде экспериментальной 
физики». Тех же, кто занимается преподаванием мате- 
матики, можно сравнить с дорожным указателем: они 
должны одной стрелкой указывать в уже пройденное 
прошлое, другой — в еще не изведанное будущее. 


ПУТИ ПРИКЛАДНОЙ МАТЕМАТИКИ 


Мне не хотелось бы затрагивать столь трудную 
проблему, как определение прикладной математики, коль 
скоро так принято называть геодезию и теорию кораб- 
лестроения, теорию вероятностей и номографию, бал- 
листику, статику и математические основы кристалло- 
графии. Обычно прикладную математику смешивают с 
приложениями математики, но и это замечание не об- 
легчает стоящей передо мной задачи. Выдающийся ма- 
тематик Леон Лихтенштейн, много лет проработавший 


387 








на заводах Сименса в качестве инженера-теоретика 
(что, впрочем, он рассматривал как наказание, ΗΗ- 
спосланное ему судьбой), говаривал: «прикладной мате- 
матики не существует, есть просто математика». По- 
скольку Лихтенштейн с успехом применял математиче- 
ские методы к теории фигур небесных тел, то к его мне- 
нию нельзя не прислушаться. 

Там, где нет общепризнанных мнений, открывается 
простор для изложения личных взглядов. Я хочу вос- 
пользоваться этой привилегией и поговорить о путях 
развития прикладной математики. Мои вольные заме- 
чания и комментарии я прошу поэтому рассматривать 
лишь как выражение моих личных вкусов, наклонностей 
и антипатий. 

В настоящее время во всем мире нет крупных школ 
прикладной математики, которые можно было бы срав- 
нить с такими центрами математической мысли, какими 
были в конце XIX в. и в начале ХХ в. до первой мировой 
войны Париж, Геттинген и Берлин. Существует англо- 
саксонский центр —и я имею в виду школу математи- 
ческой статистики, выросшую из работ Р. А. Фишера и 
его учеников и перенесенную затем в Америку (не без 
сильного влияния Дж. Неймана), где она попала на’бла- 
годатную почву, подготовленную математиками, рабо- 
тающими в промышленности и в сфере сбыта. Если в 
Англии основные интересы этой школы лежали в обла- 
сти генетики и экспериментов, проводимых специали- 
стами по сельскому хозяйству, то в Америке интересы 
ее представителей сосредоточились главным образом на 
экономических проблемах и статистическом контроле 
качества промышленной продукции. Кроме того, и в 
Англии, и в США много внимания уделяется теории и 
практике создания электронных вычислительных машин. 
Тем не менее я беру на себя смелость утверждать, что` 
прикладная математика во всем мире находится в зача- 
точном состоянии. Предвижу, что мое мнение встретит 
возражения: известно, как много журналов, выходящих 
в настоящее время, называются «Прикладная матема- 
тика», а число статей по геометрической оптике, гидрав- 
лике, теории упругости, статистике, кинетической теории 
газов и многим другим предметам, подпадающим под 
название «прикладная математика», не уступает числу 
работ по чистой математике. Однако большинство работ 
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по прикладной математике относится к уже минувшему 
периоду: они новы по результатам, но стары по методу, 
их стиль относится к вчерашнему дню науки. Чем же 
отличается вчерашний этап развития прикладной мате- 
матики от сегодняшнего или, лучапе сказать, завтраш- 
него этапа? Характером сотрудничества прикладной ма- 
тематики с другими дисциплинами. 

Смолоду нас учили, что сотрудничество математика 
с естествоиспытателем (то есть физиком, биологом, 
и т. п.) должно происходить по следующей схеме. Есте- 
ствоиспытатель, работая над своей проблемой, стал- 
кивается с необходимостью решить какую-то математи- 
ческую задачу, формулируемую в виде алгебраического 
или дифференциального уравнения, и приносит ее ма- 
тематику. Тот решает задачу и отдает полученное реше- 
ние в виде готовой формулы естествоиспытателю. Мате- 
матика не должно интересовать, откуда взялась задача 
и для чего послужит его решение. Ему не следует за- 
глядывать в лабораторные журналы, куда записывают 
результаты экспериментов. Представление о том, что 
специализация науки зашла весьма далеко и взаимо- 
понимание возможно лишь между членами одной и той 
же «корпорации», заранее обрекало на неудачу всякую 
попытку заняться «не своим делом». Нам говорили так- 
же, что в естественных науках нет ни точных определе- 
ний, ни доказанных утверждений. Уже одно это возбуж- 
дало у математиков нашего поколения пренебрежитель- 
ное отношение к наукам о природе. Совокупность дан- 
ных, сообщаемых естествоиспытателем математику, нам 
рекомендовали принимать за систему аксиом, перекла- 
дывая всю ответственность на того, кто сообщает нам 
эти данные: ведь мы не можем ошибаться, а если наши 
формулы не согласуются с действительностью, то вина 
за это падает либо на естествоиспытателя, либо на дей- 
ствительность, но никогда не на математика. 

Ясно, что такой способ сотрудничества редко при- 
водил к положительным результатам. У многих естество- 
испытателей он создавал впечатление, что совместная 
работа с математиками невозможна, а у математиков — 
что естественные науки представляют собой хаотическую 
груду эмпирических фактов, а так называемые законы 
природы — выводы, полученные с помощью неполной 
ИНДУКЦИИ И Не заслуживающие названия научных истин. 
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Этот взгляд иногда проявлялся довольно забавным ‚04+. 
разом. Когда молодой доцент спросил у одного извест- 
ного польского математика, что следует включить в курс 
математики для студентов физического факультета, тот 
посоветовал ему непременно упомянуть о некоторых 
тонких вопросах теории рядов, о которых он, профессор, 
не успел рассказать в курсе математического анализа. 

Как-то раз я выступил на заседании Польского ма- 
тематического общества с сообщением о географических 
индексах. Взглянув в зал, я, к своему удивлению, не об- 
наружил тех географов, с которыми не один час обсуж- 
дал различные вопросы, относящиеся к теме доклада. 
Спросив у молодого, способного математика, исполняв- 
шего обязанности секретаря, уведомил ли он Географн- 
ческое общество о докладе, я услышал отрицательный 
ответ. Как пояснил секретарь, он был уверен в том, что 
нндексы лишь называются географическими, а в дей- 
ствительности они не имеют с географией ничего 
общего. 

Вспоминаются мне также лекции по философии, ко- 
торые я слушал в Геттингене. Старый профессор, говоря 
о том, как наблюдения могут привести к возникновению 
новых математических понятий, привел такой пример. 
Математик, идя по дороге, видит след от колес проехав- 
шей телеги и думает: «Какая красивая кривая! Почему 
бы мне не заняться изучением ее свойств?» Так, еще 
в [907 г., коллеги знаменитых геттингенских математи- 
ков не нашли более удачного примера математических 
понятий, навеянных изучением природы! 

Примерно тогда же мне довелось услышать разговор 
между служащим страхового общества, приехавшим в 
Геттинген из Кракова, чтобы познакомиться со стати- 
стическими методами у Лексиса, и свежеиспеченным 
доктором математики из Львова. Первый восхищался 
всемогуществом математики, владеющей методами 
строго научного подхода к изучению смертности или 
прироста населения, то есть явлений, кажущихся на пер- 
вый взгляд чисто случайными, а математик с раздраже- 
нием пытался втолковать ему, что закономерности изме- 
нения численности населения носят не математический, 
а естественный, «природный» характер, что математика 
не несет за них никакой ответственности и что если бы 
завтра они перестали действовать, то «нас, математиков, 
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916 ἨΠΙγτΕ не огорчило бы». Страховой агент не уступал 
и продолжал петь дифирамбы математике с таким пы- 
лом, что нападки математика начинали принимать ха- 
рактер личного оскорбления. Самым интересным в этой 
сцене было то, что молодой доктор математики сам был 
натуралистом-любителем, сыном и братом известных 
натуралистов, но никогда не смешивал людских (то есть 
естественнонаучных}) дел с делами божественными (то 
есть с математикой). По-видимому, разговор между ма- 
тематиком и естествоиспытателем столь труден, что он 
обречен на неудачу, даже если и тот, и другой живут в 
одном теле. 

Душа математика, как и каждого человека, полна 
различных поверий, предрассудков и увлечений, симпа- 
тий и антипатий, склонностей к одному и неприязни к 
другому. Особое почтение вызывает присущая матема- 
тику способность ощущать красоту математики. Не каж- 
дому дано чувствовать красоту гор, не каждого волнует 
вид безбрежного моря, не до каждого доходит красота 
звезд, сияющих ночью. Еще труднее объяснить, в чем 
заключается красота теории функций комплексного пе- 
ременного или синтетической геометрии. Есть разно- 
видность математиков, считающих кощунством любое 
приложение. С. Янишевский говорил, что он не для того 
занимается математикой, чтобы ее применяли к строи- 
тельству домов. Ему верили: чистый математик убежден, 
что дома строятся для того, чтобы математикам было 
где жить. С верой в абсолютную ценность математики 
связана вера в существование таких математических аб- 
стракций, как числа, функции, точки, множества, поверх- 
ности и т. д. Эта удивительная религия Так же, как и 
другие религии, насчитывающие гораздо больше при- 
верженцев, приписывает сверхъестественным объектам 
способность существовать в OCO6OM возвышенном 
смысле, по сравнению с которым обычное существова- 
ние кажется иллюзорным и преходящим. Боги нена- 
сытны: для прирожденного математика идеальная сфера 
не только существует, но и затмевает собой все реаль- 
ные сферы, так что ни Луна, ни мыльный пузырь, с 
точки зрения математика, не являются сферами (что 
математик с готовностью докажет вам в любой момент, 
когда вы пожелаете). Гакая установка не только враж- 
дебна математике, но и таит в себе угрозу уничтожения 
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Оля любой естественной науки. Это идеалистический 
подход, называемый именем того грека, который соеди- 
нил культ философии с культом геометрии. Платоновские 
взгляды не мешают многим математикам с презрением 
относиться к философии. В этом проявляется сравни- 
тельно недавно возникшая традиция позитивизма:: мате- 
матик склонен считать набором бессмыслиц любую фи- 
лософию, за исключением математической логики (эта 
теория, выросшая из определенной философской уста- 
новки, именно в кругах, далеких от приложений, имеет 
многочисленных сторонников). Таким образом, матема- 
тики верят в различные духи и привидения, что мешает 
им выйти на путь прикладной математики. 

Как же должно выглядеть сотрудничество матема- 
тики с другими дисциплинами? 

Сотрудничество между математиком и естествоиспы- 
тателем следует начинать не с того момента, когда за- 
дача поставлена, а значительно раньше. Дело в том, 
что существуют задачи, которые естествоиспытатель не 
считает математическими. В географии, например, 
встречается понятие горного хребта, но до сих пор ни 
одному географу не приходило в голову потребовать от 
математика точное определение этого понятия. Если же 
математик спросит у географа, что такое горный хребет, 
тот ему ответит: «Чтобы понять, что такое горный хре- 
бет, достаточно взглянуть на карту. Это всего лишь во- 
дораздел». Однако после недолгого разговора выяс- 
нится, что географы применяют понятие хребта не толь- 
ко к горизонталям (изогипсам), но и к другим изоли- 
ниям, например к изотермам (их проводят при опреде- 
лении границ климатических зон). Тут уже нет ни рек, 
ни ручьев, позволяющих определить водораздел. Желая 
понять географа, математик должен нарисовать произ- 
вольную систему изолиний и спросить, чем определяется 
направление хребта. После нескольких проб ` географ 
осознает необходимость определения, а математик до- 
гадается, что имеет в виду географ, говоря о горном 
хребте. 

Как-то раз известный биолог навестил математика и 
стал объяснять ему, как он вычисляет вероятность не- 
совместимости крови матери и плода по резус-фактору. 
Математик с большим трудом следил за объяснением, 
поскольку вся проблематика была ему совершенно неа 
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знакома, и время от времени задавал наивные вопросы, 
Спустя некоторое время бактериолог заявил, что преж- 
ний способ вычисления вероятности неверен и его не- 
обходимо заменить другим, добавив при этом: «Вот что 
значит побеседовать с человеком, который разбирается 
в том, что ему говорят. Такое общение настолько CTH- 
мулирует мышление, что начинаешь видеть вещи, кото- 
рых раньше не замечал». И действительно, новый способ 
определения вероятности оказался лучше старого, хотя 
придумал его сам биолог без малейшей подсказки со 
стороны математика. Это тоже сотрудничество. 

Приведу другой пример, на котором отчетливо видно 
влияние научного стиля различных эпох на эволюцию 
решения одной и той же задачи. Задача, о которой пой- 
дет речь, имеет самое непосредственное отношение 
к практике: измерение объема древесных стволов, или, 
как говорят специалисты по лесному хозяйству, хлыстов. 
Требуется определить объем ствола, измерив лишь его 
диаметр и высоту. В учебниках дендрометрии приво- 
дится множество формул, позволяющих вычислить объ- 
ем ствола. Нетрудно представить себе, как появились 
эти формулы. Одна из них предполагает, что ствол де- 
рева имеет форму параболоида вращения, другая рас- 
сматривает ствол как тело, получающееся при вращении 
вокруг оси дерева кривой погони, или трактрисы. Когда 
лесники поняли, что ствол дерева нельзя считать ни 
прямым круговым цилиндром, ни параболоидом, мате- 
матики стали им предлагать все новые и новые геомет- 
рические тела, причем каждое следующее тело было 
красивее предыдущего. К сожалению, все формулы, так 
хорошо описывающие объемы геометрических тел, ока- 
зываются неприменимыми к настоящему лесу. Узнав об 
этом, математики, по-видимому, заявили, что стволы де- 
ревьев не стоят того, чтобы ими занимался истинный 
геометр, а лесники — что природа не желает подчи- 
няться математике. Последняя фраза -достойна того, 
чтобы ее внесли в словарь избитых истин. Ее (в раз- 
личных вариантах) можно часто услышать из уст би- 
ологов, врачей и даже — mutatis mutandis * — юристов и 
экономистов. 





* При надлежащем изменении слов (лат.), 
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Как выглядела бы эта задача в свете программы, Кое 
торую я пытаюсь объяснить? Прежде всего, математик 
должен был бы отвергнуть упрек лесников в том, что 
все существующие формулы для определения объема 
ствола дерева плохие. Одна из них, основанная на изме- 
рении диаметра ствола на уровне середины ствола, чрез- 
вычайно проста. Насколько известно, никто не проводил 
исследований, из которых бы следовало, что эта фор- 
мула не самая лучшая из формул, использующих лишь 
одно измерение диаметра ствола. Правда, можно при- 
вести много примеров, когда эта формула приводит к 
весьма значительной ошибке, но. отсюда лишь следует, 
что формула плохая. Но и плохая формула может быть 
наилучшей, и математик обязан обратить на это внима- 
ние лесников. Математик должен также сообщить, что 
коэффициент л/4, входящий в формулу, отнюдь не яв- 
ляется неприкосновенной святыней, и если какой-нибудь 
другой коэффициент дает лучшие результаты, то его 
можно смело принять. Некоторые специалисты по ден- 
дрометрии вычисляют кубатуру ствола с коэффициентом 
л/4, а затем увеличивают результат на 2%. Если бы они 
с самого начала вместо л/4 взяли коэффициент, равный 
0,8, то пришли бы к тому же объему, но без лишней 
работы. Наконец, математик должен разработать на- 
нлучшую схему измерений, которая позволила бы по- 
лучить наилучшую в статистическом смысле формулу, 
содержащую лишь одно значение диаметра ствола: ведь 
суть дела состоит именно в том, что формула должна 
давать малую погрешность при вычислении объема не 
одного ствола, а целой популяции. Сегодня все, о чем 
я говорю, кажется чрезвычайно простым и естествен- 
ным, но 100 и даже 50 лет назад все обстояло совер- 
шенно иначе. Уже предварительные исследования сви- 
детельствуют о том, что, следуя намеченному пути, 
можно значительно улучшить существующие способы 
измерений, в то же время не вступая в противоречие с 
принципом простоты. Можно поступить еще радикаль- 
нее, отказаться вообще от всяких формул, а вместо них 
составить таблицы, позволяющие определять кубатуру 
ствола по диаметру, измеренному на определенной вы- 
соте: ведь в принципе речь идет не о коэффициенте и не 
о формуле, а об объеме ствола, который можно принять 
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38’ ΦΥΗΚΗΜΙΟ двух переменных, одну из которых требуется 
подобрать на основе статистических данных. 

Выдающийся английский математик Г. Х. Харди, 
личность весьма необычная, сказал в своей «Апологии 
математика»: «Мои исследования никогда не имели ни- 
каких приложений, их не применяли ни для убийства 
людей, ни для порабощения народов». Выдающиеся ма- 
тематики всех времен высказывали убеждение, что ма- 
тематика оправдывает свое существование красотой до- 
казательств и отвечает потребности человека к позна- 
нию истины, потребности бескорыстной, и с негодова- 
нием отвергали критерий практической применимости. 
Причина подобного мнения кроется отчасти в том, что 
математика допускает почти неограниченную свободу в 
выборе тем и методов исследования п, не требуя ни ла- 
бораторий, ни значительных денежных средств, пред- 
ставляет собой идеальный остров, на котором обитают 
лишь ее почитатели, получающие из рук своей королевы 
награды в виде вечных, непреходящих истин. Но тот же 
Харди составил шкалу значимости современных ему ма- 
тематиков, по которой самый слабый из его учеников 
имел | очко, а Альберт Эйнштейн — 100 очков. Каждого 
математика Харди оценивал по степени трудности ут- 
верждений, которые тот доказал. В мире ΜΔΤΕΜΑΤΗΚΟΒ 
такой спортивный метод классификации довольно рас- 
пространен, но для прикладной математики он не под- 
ходит, ибо в прикладной математике речь идет не об 
умении распутывать сложные узлы, а об умении рассе- 
кать их. Чем проще применяемый на практике матема- 
тический метод, тем лучше. Удивительно, сколько скры- 
тых возможностей еще таят в себе элементарные мате- 
матические соотношения. Поэтому речь идет о том, как 
увидеть «физический» смысл таких. соотношений, а от- 
нюдь не о том, как усложнить математический вопрос, 
бывший сначала понятным и естественным. 

В адрес математиков высказывают немало горьких 
слов, однако это не означает, что и противная сторона 
не несет вины. Обычно принято ссылаться на отсутствие 
математической подготовки у естествоиспытателей, но 
это далеко не худший эффект. В гораздо большей сте- 
пени сказывается отсутствне логической подготовки. 
Постоянное пребывание в лаборатории, привычка к 
механическому повторению определенных движений, 
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необходимых при собирании экспериментальных дан- 
ных, накладывают глубокий отпечаток на. человека, фор- 
мируя определенный тип узкого специалиста. Такая 
«специализация»— наихудшая из болезней, а такой 
«специалист» предает забвению классическую культуру, 
презрительно относится к философии и разделяет рас- 
пространенное в лаборатории мнение о том, будто мыш- 
ление — это напрасная трата времени. 

Генри Форд придерживался собственных взглядов 
на школьную программу. По его мнению, история, фи- 
лософия и математика (все, что выходит за пределы 
четырех арифметических действий) ни для чего не 
нужны, и, следовательно, вредны. Действительно, чтобы 
работать у Форда и даже быть самим Фордом, все эти 
науки не нужны. Но не следует забывать о том, что ΗΗ 
одна существенная деталь фордовского автомобиля не 
была изобретена в стенах его завода. Я цитирую Форда 
как патрона всех и всяких «спецов». После того как 
мыслительная работа выполнена другими и требуется 
лишь повторить созданную модель три миллиона раз, 
в ход идут другие, нематематические таланты. 

Математику и переоценивают, и недооценивают. 
Переоценивают ее обычно математики, имея в виду уже 
достигнутые результаты. Недооценивают же все, когда 
речь заходит о том, что еще может сделать математика. 
Несколько лет назад в одном медицинском журнале по- 
явилась полемическая статья, направленная против про- 
фессора педиатрии, применявшего математику в своих 
исследованиях туберкулеза у детей. В статье, в частно- 
сти, говорилось о том, что математику нельзя применять 
к живому организму, поскольку он, по словам автора, 
«многомерен», а современная математика якобы «одно- 
мерна». Отсюда следовал вывод, что лишь ΄«ΜΗΟΓΟΜΕΡ- 
ную» математику можно будет когда-нибудь применять 
в медицине. Самое забавное, что педиатр, вызвавший 
столь бурное негодование у своего коллеги, впервые 
применил двухпараметрическую оценку реакции кожи 
на лекарственный препарат, то есть воспользовался 
многомерностью, тогда как до него оценку производили 
лишь по одному параметру, Эта «незначительная» де- 
таль ускользнула от автора статьи. Кроме того, ссы- 
лаясь на известного логика Лукасевича, автор статьи 
спутал «трехзначную логику» с «многомерной матема- 
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тикой». Что означает последний термин, понять трудно. 
Еще труднее понять упрек в «одномерности», коль скоро 
в математике рассматриваются многомерные и даже 
бесконечномерные пространства... Литература по матема- 
тическим методам в ятрохимии * насчитывает сотни на- 
званий. По-видимому, автор статьи не отдавал себе от- 
чета в том, что врач, делающий заключение о ходе бо- 
лезни по температурной кривой, занимается прикладной 
математикой. Автор, будучи «узким специалистом», при 
чтении медицинской статьи, «насыщенной» математикой 
ничуть не больше других, впервые в жизни узнал о при- 
менении математики в медицине. В том же номере жур- 
нала появилась и другая статья о том же предмете. 
В ней автор упрекает одного педиатра в том, что тот из 
равенства а == 6 выводит новое равенство [оба = 1096. 
Автор статьи, очевидно, знал, что такое логарифм, но 
постичь рассуждение, с помощью которого был совер- 
шен переход от а = 6 к loga= log), оказалось выше 
‘ero сил. Таковы плоды «специализации». 

Путь к математическим идеям, могущим оказать 
помощь медикам, разумеется, проходит не через «много- 
мерную математику». Наоборот, иногда разумнее не 
увеличивать, а уменьшать число параметров. Приведем 
пример. Когда приводятся статистические данные 
о смертности от той или иной болезни, полученные при 
наблюдении п случаев, то наряду с величиной р — долей 
смертельных исходов от общего числа случаев — сле- 


дует указывать и «среднюю ошибку» У pg/n, где ад = 
= 1 — р. 

Врач, читающий такие данные, извлекает из них от- 
вет на два вопроса: во-первых, получает возможность 
оценить опасность болезни (по величине р), во-вторых, 
делает заключение о «богатстве» статистики (числе 
наблюдавшихся случаев) и степени надежности первой 


оценки (по средней ошибке У pq/n). Оба числа взяты 
из одних и тех же наблюдений, причем второе число 
получено теоретически — по формуле Бернулли. Более 
существенной характеристикой является первое число: 
при увеличении числа наблюдаемых случаев п дробь р 
сначала изменяется, хотя и не слишком заметно, и лишь 





* Химии лекарственных препаратов. 
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затем ее колебания становятся пренебрежимо малими 
(это предельное значение р и служит истинным показа- 
телем смертности), а средняя ошибка практически обра- 
щается в нуль. Мы видим, что информация о ней играет 
лишь временную роль. Иначе обстоит дело при исследо- 
вании уменьшения гранулоцитоза у больных, получаю- 
щих пенициллин. Графически ход болезни обычно пред- 
ставляют в виде ломаной, общую тенденцию которой 
к возрастанию или убыванию можно оценить числом 5. 
Кроме того, снова можно ввести «среднюю ошибку 6», 
характеризующую отклонение ломаной от постоянного 
направления. Оказалось, что для прогноза исхода бо- 
лезни решающее значение имеет отношение [= $/6. 
Таким образом, всю информацию, интересующую леча- 
щего врача, можно выразить одним числом Е. Если бы 
поступили аналогичным образом с показателем смерт- 
ности р, то получили бы -отношение, которое при возра- 
стании числа наблюдаемых случаев стремилось бы к 
бесконечности. Все объясняется тем, что смертность от 
изучаемой нами болезни отлична от нуля. При изучении 
же грануломатоза вторая порция информации не яв- 
ляется «ошибкой» первой: она существенна и вместе с 
первой верно передает характер явления. 
Математическое образование — не самое главное. 
В этом нас убеждает хотя бы научная деятельность 
Р. А. Фишера. Этот выдающийся английский генетик 
самостоятельно ставил математические задачи, возни- 
кающие в естественных науках при планировании и ста- 
тистической интерпретации экспериментов. Р. А. Фишер 
написал книгу «Статистические методы для исследова- 
телей», которая была непонятна естествоиспытателям, 
поскольку в ней вводились новые и трудные понятия и 
методы, и раскритикована математиками как нутаная и 
ошибочная, поскольку ее автор был математиком-само- 
учкой и не владел ни терминологией, ни стилем, при- 
вычным математику, прошедшему хорошую школу. 
Несмотря на это, книга Р. А. Фишера силой содержав- 
шихся в ней оригинальных методологических H матема- 
тических идей разрушила окружавшую ее стену пред- 
рассудков и неоднократно переиздавалась. Для матема- 
тической статистики книга Фишера сделала неизмеримо 
больше, чем все учебники по математической статистике, 
выходившие в тот же период времени. Ценность ее за- 
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KRAROLACTCA HO в вавих-:о сложных математических дока- 
зательствах или многоэтажных формулах, а в ясном 
понимании автором существа дела. Понятие вариации 
(так называли ученики Фишера дисперсию) было, по- 
видимому, известно и до Фишера, но создание совер- 
шенно элементарного метода разложения вариации на 
части — дисперсионного анализа, безусловно, заслуга 
Фишера. Этот метод играет огромную роль в различ- 
ных областях исследования. 

Эра простоты не минула. Не только в науке ο πρη- 
роде, но и в технике элементарная математика позво- 
ляет достичь многого. Даже когда возникает необходи- 
мость в высшей математике, ее требуется не так уж 
много. Приведу пример. Как известно, в Польше суще- 
ствовала школа линейного функционального анализа 
(Банах, Сакс, Мазур, Орлич и другие). Достаточно было 
обратить внимание на то, что широко используемое в 
функциональном анализе понятие нормы непосред- 
ственно приложимо к задаче о тарифе на электроэнер- 
гию, как тотчас же открылась оживленная дискуссия 
о тарификации электроэнергии на новой основе. И это 
дала лишь первая страница первого раздела функцно- 
нального анализа. Отсюда ясно, какие неиспользованные 
возможности таятся в других, не менее известных поня- 
тиях. Трудность состоит в том, что не так много на 
свете инженеров-электриков, которые слышали о норме 
функции, и еще меньше чистых математиков, способных 
понять, что тариф на электроэнергию составлен недо- 
статочно разумно. 

Я хотел бы привести пример применения совсем эле- 
ментарной математики — такой, которая не требует зна- 
ний, выходящих за пределы программы средней школы. 
Школьники хорошо знают способ «честного» раздела 
орехов на две части, основанный на принципе; «Один 
делит, другой выбирает». Этот способ допускает обобще- 
ние на случай нескольких партнеров или раздела на 
неравные доли. Необходимо было лишь обратить вни- 
мание на то, что задача о справедливом в юридическом 
смысле разделе по существу является математической 
задачей. Ясно, что юрист не мог заметить этого. Ему 
мешало предвзятое мнение о том, что в математике ра- 
венство понимается лишь как равенство чисел (когда 
имущество, подлежащее разделу, считается на штуки) 
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или площадеи (когда разделу подлежит участок земли). 
Возможность математического подхода к субъективным 
оценкам и то обстоятельство, что неодинаковая стои- 
мость частей не затрудняет, а облегчает справедливый 
раздел, — вывод, к которому приводит математическое 
мышление, примененное к задаче из повседневной 
жизни. Вероятно, каждый согласится, что сущность 
этого открытия не имеет ничего общего с формулами 
высшей геометрии. 

Может случиться и так, что от элементарной задачи 
к элементарному решению сначала легче прийти, если 
воспользоваться высшей математикой. Но после того, . 
как первый путь проложен, обычно удается найти дру- 
гой, более легкий. И если даже второй путь не безупре- 
чен с точки зрения строгости, им все же можно пользо- 
ваться, не опасаясь совершить ошибку. Примеры, под- 
тверждающие такие случаи, особенно часто встречаются 
в теории вероятностей. 

Но хватит примеров. Пора и x заключению. 
Суть сказанного можно сформулировать так. Приклад- 
ная математика находится в зачаточном состоянии. 
Сегодня мы еще в состоянии направить ее развитие 
в любую сторону и располагаем в этом отношении не- 
ограниченной свободой. Необходимо лишь понять, что 
математика — не свод готовых ответов на любой вопрос. 
Математика — это скорее школа мышления. Естествен- 
ные и технические науки также нельзя рассматривать 
лишь как реестр наблюдений и экспериментов. Нриклад- 
ная математика есть не что иное, как сотрудничество 
математики и этих наук. Прикладной математики в виде 
готовой Теории не существует. Она возникает, когда 
математическая мысль прикасается к окружающему 
миру, но лишь при условии, если и математический дух, 
н природная материя не закоснели. Следует иметь в 
виду, что наука не только описывает существующую 
действительность, но и создает новую, поэтому матема- 
тик должен занимать активную позицию: не ожидать 
задач, а самому их ставить. Вряд ли можно сомне- 
ваться, что успехи так понимаемой прикладной мате- 
матики превзойдут самые смелые ожидания. 








